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1/ieees Buch soll zunächst den Vorträgen über höhere 
Mathematik als Grundlage dienen, welche der Verfasser am 
hiesigen Polytechnikum hält. Der betreffende Kursus ist ein- 
jährig; ihm folgt ein zweiter, in welchem die Integration der 
Differentialgleichungen, Variationsrechnung und Methode der 
kleinsten Quadrate gelehrt werden. 

Es ist die knappe Form eines Leitfadens gewählt, weil 
diese das eigne Nachdenken des Studirenden am meisten in 
Anspruch nimmt und anregt. Weiteres Interesse wird die 
Lösung der in grosser Anzahl gebotenen Aufgaben erwecken. 

Die gegebenen Verhältnisse Hessen die Mittheilung einer 
Methode der Auflösung der algebraischen Zahlengleichungen 
wünschen. * Es wurde das Horner'sche Verfahren erklärt, weil 
dieses nach vielen Erfahrungen des Verfassers mit wenig 
Ausnuliinen am raschesten zum Ziel führt. Auch bei Gleichungen 
weniger Glieder erfordert meistens die Newton -Fourier' sehe 
Methode bedeutend mehr Zeit. 

HanuGver, im August. 1873. 
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L Theorie der entwickelten Funktionen 
einer Variabein. 



§. 1'. Erklärungen. Beschreibt ein Punkt p eine gerade 
Linie a6, so nimmt die Längenzahl seiner Entfernung von 
einem festen Punkt A derselben Geraden der Reihe nach alle 
Werthe an, welche zwischen den Längenzahlen der Entfer- 
nungen der Punkte a und h je vom Punkte A liegen- In 
diesem Falle sagt man, dass die erste, etwa durch x darge- 
stellte, Zahl das von den beiden letzten Zahlen, etwa « und ß^ 
begrenzte Intervall stetig oder continuirlich durchlaufe, 
während die Aenderungen des x sprungweise genannt 
werden, wenn die auf einander folgenden Werthe dieser Grösse 
irgend welche Differenzen haben. Es liegt in der Natur eines 
mathematischen Problemes selbst, ob die Lösung desselben 
eine sprungweise oder stetige Aenderung der betheiligten 
Grössen verlangt. Fragt man z. B. nach dem grossesten 
Gliede der Entwickelung von (a-f-i!^)'*» so kommt es darauf 
an, zu untersuchen, für welches ganze positive x der Quotient 
aus dem (aj-j-l)**° ^^^d (cc-}-2)**" Gliede, das ist die Grösse 

*^ -^, aufhört < 1 zu sein und beginnt > 1 zu werden. 

In diesem Falle kommen also alle Bruchwerthe, welche 
zwischen und 1, 1 und 2 u. s. w. liegen, für x nicht inBetrabht; 
es durchläuft demnach a; das Intervall vonO bis n — 1 sprungweise. 
Verlangt man dagegen zu wissen, wie ein oben offenes Gefäss, 
-welches den Inhalt V fassen und von der Form eines geraden 
Cylinders mit kreisförmiger Basis sein soll, mit geringstem 
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Materialaufwand d. h. mit kleinster Oberfläche herzustellen ist, 

so muss man den Werth des Radius x der Basis bestimmen, 

2V 

für welchen O (Oberfläche) =z x^n-\ am kleinsten aus- 

x 

fällt. Jetzt ist offenbar der Ausschluss irgend welcher cc-Werthe 

nicht statthaft; folglich muss man sich x das Intervall von 

bis cxj stetig durchlaufend denken und die hieraus resul- 

tirenden Aenderungen des in's Auge fassen. Die hierauf 

basirten Rechnungen, welche später ihre Erklärungen finden, 

.geben ahdan., d.„ , = fl sei. m.... 

In ähnlicher Weise wie im letzten Beispiele verlangt die 
Auflösung einer grossen Anzahl von Problemen sowohl der 
abstrakten Wissenschaft wie des praktischen Lebens, gewissen 
Grössen der Aufgabe das Attribut stetiger Veränderlichkeit 
beizulegen. Es hat sich deshalb in weiterer Verfolgung der 
analytischen oder cartesianischen Geometrie (nach Descartes 
oder Cartesius, geb. 1596 in la Haye, gest. 1650 in Stock- 
holm), welche die erste Consequenz von der Auffassung ge- 
wisser Grössen als stetig veränderlich ist, in den beiden 
letzten Jahrhunderten ein besonderer Theil der Mathematik 
unter dem Namen höhere Mathematik herangebildet, 
dessen Zweck ist, die Regeln aufzustellen, nach welchen man 
mit stetig veränderlichen Grössen zu rechnen hat und in der 
Summe dieser Regeln ein neues Werkzeug des menschlichen 
Geistes zu schaffen, welches sich ganz besonders dazu eignet, 
die Erscheinungen der Natur, welche keine sprungweise Aende- 
rungen kennt, zu interpretiren und in eine Kette von Ursachen 
und Wirkungen zu bringen. 

Als fast gleichzeitige Erfinder der höheren Mathematik 
gelten Leibnitz (geb. in Leipzig 1646, gest. in Hannover 1716) 
und Newton (geb. in Woolsthorpe 1642, gest. in London 
1727). 

Wie jede selbstständige Wissenschaft, so hat auch die 
höhere Mathematik für gewisse häufig vorkommende Grössen 
besondere Worte und Bezeichnungen. So werden diejenigen 
Grössen, welche man sich geeigneten Falles gewisse Intervalle 
stetig durchlaufend denken will, stetige oder continuir- 
liche Veränderliche oder Variable, kurzweg auch nur 
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Variable genannt und in der Regel mit den Endbuchstaben 
des lateiuiäclien Alphabets bezeichnet, während diejenigen 
Grössen, welche den ihnen für eine bestimmte Rechnung bei- 
gelegten Werth für die Dauer derselben beibehalten sollen, 
constant heissen und durch die Anfangsbuchstaben des 
Alphabetes dargestellt werden. Wenn von zwei Variabein die 
Werihe der einen abhängen von denen der andern, so heisst 
erste eine Funktion der letzten. Sind also die beiden 
Variabein x und y zu irgend einer Gleichung vereinigt, so 
ist entweder y eine Funktion von x oder x eine Funktion 
von y. In solchen Fällen betrachtet man meistens y als 
Funktion von a?, so dass über x beliebig verfügt werden kann, 
X die sogenannte unabhängige Variable ist, während y 
sich nach den jeweiligen Werthen von x und der Struktur 
der gegebenen Gleichung richtet, deshalb die abhängige 
Variable genannt wird. Man schreibt alsdann y = f{x) ; 
lies: y ist eine Funktion von a?. 

Je nachdem die zwischen x und y gegebene Gleichung 
nach y (abhängige Variable) aufgelöst ist oder nicht, heisst 
y eine entwickelte (explicite) oder unentwickelte 
(implicite) Funktion von x, Giebt man also die Kreis-, 
Parabel-, Ellipsen-Gleichung in der Form: y = +]/^r2 — x^, 

6 



y = il/2pa?, y = +— |/a^ — a?^, so ist die Ordinate ir- 

(X 

gend eines Kreis-, Parabel-, Ellipsen - Punktes eine ent- 
wickelte Funktion seiner Abscisse; in der Form: äj^ -j-y^-— ^2^ 

Qrj2 nji, 

2/2 = 2pa?, —^■\-T^ = 1 eine unentwickelte Funktion. 

In dem Folgenden spielen die sogenannten cyklometrischen 
oder Kreis-Funktionen eine grosse Rolle; dieselben bedürfen 
deshalb Mer um so mehr einer eingehenderen Besprechung, als 
die Schriften über elementare Mathematik meistens wenig 
oder nichts darüber enthalten. 

Genannte Funktionen bilden sich durch die Umkehrungen 
der goDiometrischen Funktionen i/ = sincc, y = cos a?, 
y ^^ t%Qi^j y ^= ctg X m\ X =^ arcus (sin = y) = arc sin y 
(d- h. X ist ein Bogen, dessen sinus den Werth y hat), 
a? ^ arc cos y^ x = arc tg y, x = arc ctg y. Bei der Be- 
stinmnang der Länge des Bogens, dessen sin, cos, tg, ctg 
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gegeben ist, wird der Halbmesser stets als Längeneinheit 
vorausgesetzt und es wird, um die Vieldeutigkeit, die eine cyldo- 
metrische Funktion im Allgemeinen haben könnte (so kann 
arc sin = 0, tt, 27r — sein) zu vermeiden, ein für alle 
Mal festgesetzt, dass unter arc sin (+fic), arc tg (+a?), arc 
ctg (+aj) der positive oder negative Bogen des ersten 
Quadranten verstanden werden soll, dessen sin, tg, ctg gleich 
X ist, dass arc cos {x) den kleinsten positiven Bogen be- 
zeichnet, dessen cos den Werth x hat. 

Also ist 
arc sin (+iK3) = + f , arc sin (-^1/2) = — f 

arc cos (-f •^) = -f- y, arc cos ( — J^l/3) = 4^ -|-7r 

arc tg (+ 1) = 4- f , arc tg (_l/3) = - f . 

Die angezeigte Beschränkung der Werthe der cyklome- 
trischen Funktionen hat zur Folge, dass nur so lange aus 
X = arc sin y, p = arc sin g, d. h. y = sin a?, g' = sin p, 
sin (ic + P) = ™^ ^ ^^s p -f- cos a? sin p = y |/1 — q^ 
-|-2 j/l-— y^ geschlossen werden kann 

arc sin y-{- arc sin 2 = aresin (y|/l — 3^ +?l/l — y^) 
als X 4-p <; ^ ist. Für a? + p > ^ hat man 

arc 8iny + ^^^ sin 3 = n — arc sin (y|/l — 3^ +?l/l — y^)* 
Ob der eine oder andere Fall eintritt, erkennt man am 
einfachsten aus dem Vorzeichen der Grösse 

Damach ergiebt sich 
arcsiny-f-^rcsi^S' = arcsin(y|/i — q^ +?1/1 — y^)? 
wenn y^+2^<l; 

arc sin y -{- ^^c sin gf= tt — arc sin (y ]/l ^— j2 -f-jj/l — y2)^ 
wenn y^+?^!>l' 

Dagegen ist stets 
arc sin j/ — aresin j = aresin (y]/l«-—gf2 — j|/i — y2)^Y^eUdie 
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Differenz zweier spitzer Winkel ebenfalls nur/ ein spitzer 
Winkel sein kann. 

Es ist leicht, durch ähnliche Betrachtungen abzuleiten 
arc tg y + arc ig q = arc tg y^, 

arc tg y + arc tg gr == tt — arc tg — ^, 

Entspricht innerhalb der Grenzen a? = a und x = b 
jedem a?-Werth ein einziger, reeller Werth des y = f(x) und 
geht y allmählich von/(a) in /(6) über, wenn x das Inter- 
vall von a bis b stetig durchläuft, so heisst y eine. von abis 6 
stetige oder continuirliche Funktion. Eine Unterbrechung der 
Coutinuität , d. i. eine Discontinuität, kommt also zu Stande, 
wenn y = f (x) vom Reellen in's Imaginaire geht, oder wenn 
y sich an einer oder mehren Stellen sprungweise ändert. 
Erster Fall tritt z.B. ein bei y = |/(a? — 2) (x — 5), welcher 
Ausdruck reell ist von x = — oo bis a? = 2 , imaginair von 
X = 2 bis 03 = 5, wieder reell von x =r. 5 bis aj = -|"^» 
zweiter Fall z. B. bei 

3,2 .1 

2/ = — H — arc tg :r. 

^ 2 ' 3r ^ X — 1 

Durchläuft nämlich x das Intervall von bis -f-l, so ist 
^^— , also auch arc tg ^ negativ, geht demnach y all- 
mählich von y =^ \ (für a? = 0) bis jr == -^ (für cc = -[" 1) ? 
durchläuft X aber ■ das Intervall von -|- oc bis -[- 1 , so ist 

^— ^, folglich auch arc tg -3-- positiv, wächst also y all- 
mählich YOn y ^=. ^ (für a? = -|- oc) bis 3/ = |- (für a? = -|- 1) 
an ; indem also x durch -f- 1 geht , springt y plötzlich von 
\ nach -l- Das Bild genannter Gleichung für positive x ist 
die Curye ah cd (Fig. 1). 
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Fig. 1. 




AI X 

So lange y =f(x) continuirlich ist, kann man die Diffe- 
renz / (cc-f-Ä) — f(x) durch passende Wahl des h der Null 
beliebig nahe bringen, eine leicht zu machende Bemerkung, 
die aber nicht immer in ihrer Umkehrung gilt. Denn wenn 
y = f(x) für a? = c(a<Cc<Cb) discontinuirlich ist, f(x) 
also in a? = c plötzlich etwa von dem Werth B, der erreicht 
wird, wenn x von a bis c geht, in den Werth C überspringt, 
so wird der Unterschied zwischen f(c) = B und f(c — h) 
gleichzeitig mit h verschwinden, trotzdem in c Discontinuität 
der Funktion stattfindet. Dagegen wird diese deutlich ange- 
zeigt werden durch die Differenz /(c-j-A) — f (c — ä), welche 
für A = ÄJ = nicht,' wie im Fall der Continuität, gleich 
Null, sondern gleich C — B ausfällt. Allgemein kann man also 
sagen , dass y = f(x) continuirlich oder discontinuirlich ist, 
je nachdem/ (cc-j-Ä) — / (x — A) gleichzeitig mit A und k 
verschwindet oder nicht. 

In dem Folgenden soll allein von stetigen Fimktionen die 
Rede sein, weshalb nur der etwa eintretende Ausnahmszu- 
stand erwähnt werden wird. 

Nähert sich y = f(x) desto mehr einer bestimmten Grösse 
G, je mehr x an die Grösse g rückt, kann man also durch 
passende Wahl des x den Unterschied zwischen 
f(x) und G der Null beliebig nahe bringen, so sagt 
man: f(x) geht oder convergirt mit gegen g gehen- 
dem X gegen die Grenze G und schreibt: 

Grenze f(x) = Limes f(x) = Gr f(x) = lim f(x) = G. 
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Darnach convergiren ^30, sin (a-f-^a?) ßiit gegen die 
Null gehendem x gegen die Grenzen |, sin a; es convergiren 

1-^4.^ 
x> iix^ + 5Z-7 = .^^ , ^_j^ ™* ^^^^ J^^® angebbare 

Grenze (d. h. jede angebbare Zahl) wachsendem x — oder wie 
man auch sagt: mit unendlich gross werdendem x — 
bez. gegen und ^; es ist für unendlich wachsende x\ 
Gr a* = 0, wenn a<;i, Gr a* = cx>, wenn a > 1. Letztes 
besagt: für a > 1 wächst a* mit x über jede angebbare 
Grenze hinaus, oder: a^ wird mit x unendlich gross. 

Nimmt man von dem Bruch 

^ ~ 1.2.3. ...n 

den briggischen Logarithmus, so entsteht die Summe 

log f-4-log-f + log|-+.... +log^, 
deren Sunmianden sich für jedes endliche x mit unendlich 
wachsendem n der Grenze — oo nähern. Ist a?<l, so sind 
sämmtliche Summanden negativ; ista?>l, so ist eine endliche 
Anzahl von Summanden positiv, die übrigen sind negativ; 
log ß ist also für endliche x und unendlich grosses n allemal 
— oo, woraus 

folgt, wenn das vorgesetzte Wort Grenze bedeutet, dass der 
fragliche Bruch für w = 00 genommen werden soll. 

Um den Werth des Productes 

L Hii Ml? ^^^ g+« 

a (x,-\-\ a + 2 '** a + n' 
in welchem ß und a positive Ganzzahlen bedeuten soUen, 
von denen ^ die kleinste ist, so dass man etwa a = /?+i^ 
liat, für ein unendlich grosses n zu erhalten, schreibe man 
dasselbe in dieser Ausführlichkeit: 

^ + JP /J+l'-l-l "" /?+2i> |? + 2i?+l •••• 

g + Wi> p-f l-f 71— j? p+^ + w- ^ 

/J + P + «— i» /?+P + l + «— !> "*' P + 2jp + n— i>' 
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Jetzt heben sich die letzten n — p -j- 1 Faktoren des 
Zählers (von ß -]- p bis ß'\'P'\-n — p) gegen die ersten 
«— P"|~l Faktoren des Nenners; es bleibt nur übrig 

(^ + n+l) (/? + n+2) ... (/J + n+i»)' . 

welche Grösse mit unendlich wachsendem n gegen NuU con- 
yergirt, weshalb man unter den gemachten Voraussetzungen 

2) ■ Grl £±1^...&±^=0 

^ a a + 1 a + 2 a-j-n 

bekommt. 

Für ein unendlich grosses n erscheint (l -| j zunächst 

unter einer Form, nämlich als 1* , die in der höheren Mathe- 
matik sehr häufig auftritt, deshalb zunächst erklärt werden 
soll 

Wenn mit gegen a gehendem x f(x) gegen 1 convergirt 
und F(x) über jede angebbare Grenze hinaus wächst (z. B. 

für F{x) = ^), so ist [/(^r'^]_„ = l"^ . Wegen 
(I = m^ogg igt /(cc)^(*) = 10 ^(*) i«fi^/(^) und der Exponent 
letzter Potenz für x = a:ao.O. Wird aber F{x) für a? = a 

unendliih gross, so convergirt ^^rr\ ^^ gegen a gehendem x 
gegen Null, so dass unter den gegenwärtigen Voraussetzungen 
JJp.. für aj = a unter der Form % erscheint. Indem man 

hieraui' weder den Satz anwenden kann: Null getheilt durch 
jedf^ Grösse ist Null, noch den: Jede Grösse durch sich selbst 
dividirt giebt Eins u. s. w. müsste man einen Bruch, der sich 
au \ reducirt , als unbestinmibar erklären , wenn nicht ^das 
gleichsieitige Verschwinden des Zählers und Nenners für ir = a 
etwa von einem gemeinsamen Factor x — a herrührte. In 
diesem Falle würde man Zähler und Nenner um x — a ver- 
kleinern können und der Bruch wäre nur scheinbar unbe-' 

stiminbar gewesen. Z. B. (^^) ^_=% = (^) ^^^=\^ 

U^ — ösc + 6>'x = 2 ^ Ha; — 2) (x — 3yx = 2 Vaj — s^ 

Während in diesen Beispielen der dem Zähler und Nenner 
gemeinschaftliche Faktor sofort zu erkennen, deshalb auf zu- 
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pbeii xn)i\ djiiint du* Form jj jeti vrriTi*'ulen war* liegt derselbe 
%ir|rri ralli n l^eileiiU'iid verttt^ekt*?r. Wie aUdaun ver- 
Ihren werden muss, wird in einem «pätera ParagTaphön ge- 
hrfc werden* 

Der oben eDtwickelte Zusaitiineubarig zwischeii den Formen 

-0, 1* und ^. denen die Fornion ^, oo — oOj 0**, oo** noch 

Itten kiazngefiigt werden können, zeif^t, dass mau, wenn 

ftsis lind Exponent in einer gfc^wiühen Abhängigkeit von «nn- 

jer stehen, im Allgemeinen 1* weder gleich l noch gleich 

setzen dürf, sondern das^ verschiedene Potenzen, die für 

^Vfum X :rmiä€hst anter der Form l* erscheinen, ini Allge- 

ßftn auch Terschiedene Werthe haben. Wie dieser zu er- 

eln ist, weim 1* aus (l + )" für ein unendlich grosses 

[ herrorgeht, zeigt folgende Betrachtung, 

Für ganze poBÜive n ist 



*T „; ^-r 1^3 „in- 1.2J »s"!^ ■'" "T"rt"' 



1*3 n^ 1 1.2,3 

wenn j? irgend eine positive Ganzssahl < n bedeutet, 

1 



r)"-» + r.(>-|)+r:^,('-i)('-!)+- 



1:2. 



Für jedes endliche q ist aber f^) = 0, also 

t — — ) - . . (1 — 7) _ = 1 ; folglich sind flie Grenzwerthe 



ersten Glieder rechter Hand bez. 



während 



der letzten je gleich Null Bind- Wo aber dieses Ver- 
iden der Glieder beginnt, lässt E^ich nicht angeben. Man 
amt demnach zunächst nur zu dam Resultate, daas wenn 
^hauptet wird 

m zvi wenig heraus rechnet, nämlich den Beti^ag von 

p + i 



<*+«> (P + S) 



-,Gr (i_>)...(i_^{i-f----" 

l) V n/ ^ " l P + 2 



+ ■ 



(1-^-:-*) 



(p+aj. 
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10 
Weil aber die Grössen 1 — ?J^... 1 — ^^^^ echte Brüche 

n n 

sind, so ist 
und wegen 
folglich auch: 

3M/<r "^ (. /-fa^) [^ 1 p±^ 

*■ 1^ + 2 -* 

Unter Benutzung von 3 und 3* lässt sich nunmehr der 
fragliche Grenzwerth, der kurzweg mit e bezeichnet zu werden 
pflegt und der die Basis des natürlichen Logarithmensystems 
ist, bis zu jeder beliebigen Decimale berechnen. So erhält 
man z. B, für |> = 10 : 

4) .= Gr(l+l) = 2 + |-}-^..+^=2,718281 801141 

/< 2^^ Jl = 0,000 000 027 329 

woraus bis auf 7 Decimalen genau 

e = 2,718 2818 
folgt. 

Es ist bis jetzt vorausgesetzt, dass n nur das Gebiet der 
positiven ganzen Zahlen durchlaufe. Dass (l -j — ) auch dann 

gegen e convergirt, wenn x die Reihe — 1, — 2, — 3... — oo 
durchläuft und zwar sprungweise, wie bis jetzt angenommen, 
oder stetig, lässt sich folgendermaassen erweisen. 
Wegen 

(>-ir'=c-^r'=o+,4i)-'(i+,4T) 

ist 

Gr(l-|)- = ar(l+^y-' 

weil Gr jzzi^^ ^' ^^ ^^^^ ^^ ' ^^^^ ^ — ^ unendlich gross 
wird, so ist die rechte Seite vorletzter Gleichung = e. 

Nimmt t auch alle zwischen zwei Ganzzahlen liegende 
Bruchwerthe an, so ist t von der Form r -[- «? wo r eine Ganz- 
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und u einen echten Bruch bedeutet* Man tn£t deninadi 
Weitheyoni^ wenn maa sich r eine der beiden Intervallen- 
ben -j- 1, -^2.,-^m oder — l, —2, . — oc durchlaufüiid denkt 

a hierbei zwißchen Ms 1 stetig variiren lä8&t Wegen 

aber 

auch, weil für positive b a — b<^a ist^ dahin ausgedruckt 
Bu kann, dass, wenn man 

(a— 6)« = rt* 
t, ein Fehler begaiif^en wird, der kleiner igt als nÄ <i^-^ 
ückeicht auf diese Bemerkung und wegen 

t man demnach, wenn statt des ersten Faktors rechter 
kturrweg (l -*{* -V gesetzt wird, einen Fehler 



I-' 



1 + 



o+;r'] 



Je grösser r a.ber gedacht wird, desto näher liegt diese 
Grenze des Fehlers an Null; folglich ist 

Unt^r comphcirteren Verhältnissen stützt man sich bei 
* 7' -^timmtingen häufig auf folgendes Gesetz* Angenommen 
-se G liege zwischen den Grenzen und ü: 
ü<G<0 

reu Differenz auf irgend eine Weise der Null beliebig nahe 
ailit werden kann, d* i. Gr (0— U) = 0, so hat man 
iehst aus O = ff^-^, G = fZ+^t 

so wegen der Voraussetzung: Gr (p^^j)^ü. Da aber 
|jind ^1 positive Grössen sind, so kann letzter Grenzwerth 
zu Sttmde kommen, wenn Gr ^ ^ Gr ^^ ^0 ist, woraus 
t 

Gr G = Gr O = Gr U, 
ae hewieeen werden sollte. 

Wenn in dem Produkte ^ ^-^ . . . ^ T- a und ß Msitive 
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Brüche bedeuten, etwa 8 = —. a = — ist, so kann man 
dieses zunächst auf die Form bringen 

sp tp'\- sq 8p--\-28q sp-^naq 

rq rq -\- aq' rq -j- 28q "" rq-j- nsq' 

Ist nun ß<Ca^ also auch 8p<C.rq, so hat man offenbar 



^\»»+l *p sp-^aq 8p-\-n8q sp *p~|-l ap-\-n3q 

rq ) rq rq -{- aq" rq -j- naq ^ rq rg-f- 1 ' * * ' r j -|- naq ' 



und da mit unendlich wachsendem n sowohl (^"j" wie 

■^ ^^•••- ^+2 g^^en Null convergiren (letzteres nach 2), 

so ist 

5) Grl^...^= 

auch in dem Fall, dass ß und a positive Brüche sind, wenn 
nur ß<ia ist. 

Convergirt y = f(x) mit unendlich wachsendem cc gegen 
den nach x und y linearen Ausdruck y ==: ax-{-b^ so bedeutet 
das vom geometrischen Gesichtspunkt, dass die Gerade der 
Gleichung y = ax-^b eine Asymptote der Curve der 
Gleichung y =/(aj) ist. Unter Ausschluss der, wenn sie vor- 
handen sind, leicht zu bestimmenden Asymptoten, welche der 
y-Achse parallel laufen, lassen sich demnach die übrigen fol- 
gendermaassen festlegen. 

Da erst für ein unendlich wachsendes x das Curven-t/ in 
ax-l^h übergeht, so ist für endliche x 

Curven-y — (ax-^b) = M (Mb = <» = 0), 
demnach auch 

woraus für unendliche grosse x 

Gr(J-) = a 

hervorgeht. Bezeichnet man also — für endliche x mit A^ so 

ist ^a; = (» = « luid die Berechnung von a geschieht nun da- 
durch, dass in der gegebenen Curvengleichung y mit Ax ver- 
tauscht imd darauf x unendlich gross gesetzt wird. Damit 
geht gleichzeitig ^ in a über und es bildet sich eine Gleichung, 
die a bestimmt. Dieses Verfahren auf 
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aj3 — yS — 3dxy = 
angewendet, erhält man 

aj3 — A^x^ — SdAx'^ = oder 1 

woraus für a? = oo 

a» — 1 = 0, d. i. a = + 1 
folgt. Nachdem in dieser Weise a festgelegt ist, berechnet 
sich b folgendermaassen. Da man 

Ourven-y — (ax -{- fe) = M 
hat, so ist b = (y — ax)z = <x>* 

Bezeichnet man also y — ax für endliche x mit J5, so 
mußs Bx = <x) = b sein. Setzt man demnach in die Curven- 
gleichung: y =^ <xx-^B^ nimmt darauf x unendlich gross, so 
bildet sich eine Gleichung für b. Für letztes Beispiel ist 
also zunächst y mit x-\-B zu vertauschen: 

x^—(x + By — Mx(x^B) = 
oder 4- 3a;2 JB -f dx B'^ + B^ + 3dx^ -^SdxB = 0, 
woraus nach Division mit x^ für x = cc wird: 
35+3d = d: i. b= — d. 
Die Gleichung der Asymptote der Curve oo^ — y^ — Sdxy = 
ist also y *= x — d. (Fig. 2, wo Am = An = d). 

Figr 2. 
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Von allen Grenzwerthen hat derjenige für die höhere 
Mathematik grosse Bedeutung, gegen welchen der Quotient 

^) h 

mit gegen Null gehendem k convergirt. Man nennt denselben 
die erste abgeleitete oder der i vir te Funktion von2/=/(a:i) 
imd bezeichnet ihn mit y^ oder f'(x)^ so dass 



7) 



Gr 



f(x-i-h)-ßx) 



Indem man h als Differenz zweier Werthe des x auffasst 
und diesem gemäss mit Jx (lies Differenz x) bezeichnet, stellt 
man die Aenderung, welche y = f(x) in Folge der Zunahme 
von X um Jx erleidet, also die Grösse /(x-^Jx) — f(x) (die 
Differenz zweier i/- Werthe), durch Jy = Jf(x) dar, nennt 



Jx 



den Differenz-Quotienten, 

80 dass die Abgeleitete der Grenzwerth ist, wogegen der 
Differenz-Quotient mit gegen Null gehendem Jx convergirt. 

Eine Gerade, welche die Curve der Gleichung y = f(x) in 
den Punkten der Coordinaten a?, yz=f(x) und x-\-Jx^ y-^^H 
= f(x --(- Jx) schneidet, schliesst mit der o?- Achse einen Winkel 
ein , dessen trigonometrische Tangente — ^ = /(^'t- ^)—J{ ^l 

iat; folglich ist y^ ==f'(x) die trigonometrische Tangente des 
Wmkelß, den die geometrische Tangente an die Curve im 
Punkte ar, y nut der a?- Achse bildet. 

Figr. 8. 




Zur Festlegung der Tangente DP (Fig. 3) berechnet man 
häufig entweder die sogenannte Subtangente DJS, oder die 
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Länge der Tangente />P, oder, CPl^DP vorausgesetzt, die 
^^iibnonnale BC oder endlich die Länge der Normalen PC. 
Allgemeinerhält man dafür, wenn AB^x^ PB = y—^f(^} ist: 

Subtangente = y «— : 

., Tangente = y^^^^^''" 

Subnormale ^^ if fX^) 



Normale ^ y V'T+CÄ^. 
^ 2> Die Abgfeleiteten der einfachen Funktionen: a + x, 

Für die yier ersten dieser sog. einfachen Funlctioneo 

hat man 

A o C^ + ^tfc) — a a? / 

^ =— ^ ^ ■ ^ ö, w' = a. 



a 



J^ x-\-ji^ a: 



y/ = 



Zunächst a als positive Ganzzahl anfgefasst, ist für 

voraus für Jx -= 0; y= oa-^'-^ 

Setzt man in den für y =^ a^ gebildeten Differenz - Quo- 
äoitett 

^y __ a — a a \a - — ij 

log, (l + -) 

^t 1 ^ ^\'n/ J.AVA 

*i ^ 1 :^ — , ^ar ^ ^ , so entsteht 






woraus nach 4 



^ iog.(i+;-r 

^ logA e 
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16 
Piir y = logjfea? hat man zunächst -^ = -^-^ — ' — --^ ^— 

^ a? 

§. 3. Das Differential. Die Differentiale der einfachen 
Funktionen. Der Unterschied zwischen dem Differenzquotienten 

^ == -^^ und der ersten Abgeleiteten y^ =/'(«) einer stetigen 

Funktion y = f{x) verschwindet gleichzeitig mit Jx^ weil nach * 
der Definition erste Grösse in zweite übergeht, wenn Jx gegen 
Null convergirt. Man hat deshalb 

9) ^ =f(x) + ajx oder JO) Jy =f(x),Jx^a.Jx^, 

wo a im Allgemeinen eine Funktion von x imd Jx ist. Diese 
kann , so lange / (sc) stetig ist , im Nenner als Faktor weder 
Jx noch eine höhere Potenz von Jx enthalten, weil alsdann 
a Jx für Jx = nicht verschwinden würde. Es ist also a 
allemal von dieser Form: a^bJx-\-cJx^'{'d2^x^'^,.,y wo 
a, 6, c, d.,.Jx nicht mehr enthalten, sondern im Allgemeinen 
nur Funktionen von x sind. 10 zeigt, dass die Aenderung 
Jy = Jf(x)^ welche eine Funktion y =f(x) erleidet, wenn 
ihre unabhängige Variable x um Jx anwächst, als Summe, 
nach Potenzen von Jx geordnet, erscheint, in welcher der 
Faktor der ersten Potenz von Jx dUt erste Abgeleitete der 
betreffenden Funktion ist. Wenn man demnach jene Aende- 
rung Jy nur zu dem Zwecke berechnet, um daraus den 
jeweiligen Werth von /'(sc) abzuleiten, so genügt es, von dieser 
Grösse Jy denjenigen Bestandtheil zu ermitteln, welcher die 
erste Potenz von Jx als Faktor hat. Dieses Glied nennt man 
das Differential von y oder /(sc) (bezeichnet mit dy = dfx)] 
man hat also nach dieser Erklärung: 

11) dy = df(x)=f(x).Jx 

oder wenn noch zunächst der Symmetrie halber Jx mit dx 
(Differential sc) vertauscht wird': 

12) dy = dfix) =f\x). dx 13) g = ^ =f'(x). 
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Unter Bezug von 12 geben die Formeln des §. 2: 

14) d (a + a;) = +da? 18) d (aj«) = axf-^ dx 

15) d (a — x) = — dx 19) d (log» x) = — log» e 

16) d iax) = adx 20) d (Ix) = ^ 

17) d (^) = -^4 ^ 21) d («') = ««i|^ dx. 

Durch die Einführung des Begriffes vom Differential einer 
Funktion mrd die Bestimmung der Abgeleiteten ausserordent- 
lich Tereinfacht, indem, wie die Folge lehren wird, mit Hülfe 
der letzten Formeln 14 — 21 und einiger weniger anderen sich 
die Abgeleiteten auch der complicirtesten Ausdrücke fast 
mühelos ablesen lassen. Der betreffende Rechnungsmechanis- 
mus wird an einem Beispiele klar werden, etwa an der Auf- 
gabe, die erste Abgeleitete von y = Z(a-4-6«^) zu ermitteln. 
Setzt man zunächst a-f-6cc^ = «, so ist y = l(u) also wegen 20 

Jy = ~ JU'\-aJu^-\'ßJu^ -^^ 

Wird ferner hx^ =^ v eingeführt, so ist w = a-j-r, also 
Ju ^= ^0 und 

was weiter für x^ = w^ also v = bw, Jv = hjw übergeht in 

Wegen w = x^ ist aber Jw = 6x^ Jx-^a^ Jx'^ -f" — ? ^^ 
daßs endlich entsteht: 



woraus 






hervorgeht. Bei einiger Uebung wird man die Substitutionen 
ö_j_&a:5 ,=- ^^ Jaj5 __ ^ ^ g ^ u^j. ijj Gedanken machen und 
folgendermaassen rechnen. 
Zunächst ist nach 20 

dl(a + hx») = ^ j^,^. , 

wo aber ini Zähler rechter Hand gleich d(a-j-6aj^) gesetzt 
werden kann, weil linker Hand das Differentiationszeichen 
stii^ht, welches bekanntlich andeutet, dass rechter Hand nur 
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^ 



die Glieder mit Jv als Faktor in Frage kommen, 
also : 



Es ist 



a-{-bx^ 
bdjx^) 
a + bx^ 
6bx*dx 



(nach 14) 
(nach 16) 
(nach 18) 



'& 



~ a + bx^ 

und nunmehr ist auch leicht zu erkennen, dass nicht allein 
der Symmetrie halber Jx mit dx in Gl. 11 vertauscht wurde, 
indem nämlich die Formeln 14 bis 21 so zu sagen verallge- 
meinert werden in d(a+f(x)) = +df{x)^ d(a,f{x)) = a.df{x)^ 

^^, d(f(x)y = a(f{x)y-W(^).dlfix) = ''^, 
d (a Aa?)) = a^«) la df(x). 

Ein reichhaltigeres Üebungsmaterial wird sich bieten, nach- 
dem 18 folgendermaassen für alle Arten von Exponenten be- 

wiesen ist. Setzt man y = x « : a?« = 0, a? = ä«, so wird 

d(:iP) pzP—^dz 

y 



__ ^^_p__.— , woraus nach 17 und 18 dy 



^^j' 



^2P 



und weil endlich dx = qz^-^dz^ also dz = — 3- 



ist, folgt: 



dy = — —X 






da?, was zu beweisen war. 



Beispiele: 
dVx= ^ 



2Yi 



X 



dya-{-hx^ = 
dZ («2 4-0:2) = 



hhx* 



3 "^a + bx^ 
2x 



j-dx 



«2 _|_a.2 



dx 



d\i 



1/i 



a?» 



)= 



V/nr: 



X 



f— 1— ) 

^1/1 +«2 '' 



Vi— »5 
X 



da? 



da?. 



•1/1+ 

Aus der Gleichung f(x) == q>(x) folgt stets d/(aj) = cUp(x). 
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Denn weil wegen der Voraussetzung auch/(a? -f z/ä?) = (p(x-^Jx), 

also auch Jf(x) = J(p(x) d. i. f{x)'{-ajx+ßjx^^ 

= <p'{x)-^AjX'{'Bjx^ sein muss, wo /'(^)> ^X*)» «i i^--» 
il, B. . Jx nicht mehr enthalten, und letzte Gleichung für im All- 
gemeinen beliebige Jx nur zu Stande kommen kann, wenn 
f'{x) = (p'(x) ist, so folgt auch f'{x)Jx = (p'{x)Jx^ was be- 
wiesen werden sollte. 

§. 4. Die ersten Abgeleiteten und Differentiale der trigo- 
nometrischen und cyklometrischen Funktionen. Für ^ = sin o? 

. tAic\ 
i^t|^ sin (^+^)-sin^ ^ ^^^ / _^^ ^^^Vt^ ^ 

man unter Winkel -^ wie das hier stets geschieht — den mit 
dem Halbmesser = 1 geschlagenen Kreisbogen desselben, so 
convergirt, weil ein regelmässig einbeschriebenes Sehnenvieleck 
nüt unendlicher wachsender Seiten - Anzahl den JiLreis zur 

Grenze hat, ^^^ mit gegen Null gehendem « gegen 1. Folg- 
lich ist y^ = cos a?, oder d sin a? = cos x.dx. 

Aus v=cos a;=(l — ^sin^a?) -erhält man dcoscc= ^ dx 

^ ^ ^2 |/l~sina;* 

1 1 

=•— sinajcfcc; ausy=tgcc= — = (sin"^ x — l)"2:dtga? 






- ; aus 2/ = ctg a? = -r—: d ctg a? 



Durch Auflösung der Gleichungen 
^ = arc sin a?, ^ = arc cos a?, y = arc tg a;, ^ = arc ctg x 
ßach a? ergiebt sich : 

2! = sin y, a? = cos y, a? = tg y a; = ctg y, 

und hieraus: 

ic==cos VC??/, c?v= = -T==9 c?arcsina? = 



C0S2/ |/i«-a;2' |/l - a:^ 

fo= —sin V dVi dv= — i — = 7= , d arc cos a? = 
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§. 5. Die ersten Abgeleiteten nnd Differentiale der zu- 
sammengesetzten Funktionen. Hierunter versteht man Verbin- 
dungen von Funktionen derselben Variabein, also, wenn u und v 
, irgend welche Funktionen von x bedeuten (u =/(a?), v = i^cc)) : 

Im ersten Fall hat man aus y = f(x) -j- F(x) : 

Jy ^ fix +Jx) + F{x + Jx) ^ [fix) + I\x)] ^ fix+Jx)^fioc) 
Jx Jx ^jx 

, lfix-{-^x)^F ix) _ dfix) , jFjx) 
'' dx dx ' dx 

und durch Uebergang zur Grenze {Jx = 0) : 
y^=f(x)+FXx), dy =f'(x)dx-^F'{x)dx = df(x)^dF(pc) 
oder d(u-\'v) = du-^-dv. 

Hieraus ergiebt sich weiter: 
-d{u — v) = du-\'d{—\.v) = du'-dv\ df (mv) = eZ (e^«*') = d (e^«+^«) 

=^uv{^^^)=vdu-^udv', d(^) = d(u.l) =i/d(l) + -^ du 
^vdu-udv,^ d (u^) = d (e^C«*^)) = d (e^-) = e^« (^-^ + lu dv) 

=^vu^''^du'\'U'' lu'dv, .Man bßmerkt leicht, dass' die entwickel- 
ten Differentiale auch dadurch gebildet betrachten werden 
können, dass die betreffende zusammengesetzte Funktion ein- 
mal differentiirt wird, indem man sich w, einandermal, indem 
man sich v zeitweilig als constant denkt und beide so erhal- 
tenen Differentiale addirt. Dieser Gesichtspunkt erspart das 
Auswendiglernen letzter Formeln. 

Uebungs- Beispiele. 

bx . A 



d]/a4-bx = 

^ 2ya + bx 



ya^bx^ 
, i, 2dx 

" sin 2x 

7 * X dx 

rfarcsm , = t-j — , 

yi + x^ l+a^^ 

\ -j- V j- / yi + x^ 

l — x^ 2 dx 



cZ aresin 



t + x^ 1+x^ 
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ra2+x2 (^2+^2)|/^^_^.2 



Jarctg 



Ya—Yx 
Va + Y 



«_ j/^ _ 

X f ^ a 



dx 



a -j- 6 cos ac o -j- o cos a? 

darctg(|/r+^ — «)= *" 






2(l + x') 



(1- 



^)l/^+ = 



dZarccosyi — x^ j^^ 



daf 



yi 



05 arc sm x 



\-iy\-x'^\ = 



-a;^.arc sm ;» 
arc sin x dx 



d{ 

\]/l — x^ ) (l-.x')S 



d((a;-|-a) arc sin t/- 



Vi- 

\/ ax) 



de' 



a cos nx-{-n sin w« 
a^+w2 

7 ax _? "^^^ naJ — w cos wo; 



+ 05 



= e«* . cos wa? dx 
= e*" . sin nx dx 



arc yiu 



1/;- 



d^^ 



a2-|-n2 

c?(af) = af (l-]-lx)dx 

d (sin a;«*" ^) = sin a?«*^«^ (1 -j- 1 sin a?) cos x dx 

dl 



dx 



1 4- e* 1 + e« 

,-a; — 1 ,a:2 + l , 

«ß — TT = e* 7 — rrr^ dx. 



x+1 



(a:+l)2 



§. 6. Das Integral. Die zwischicn x iiiul i/ gi^gebene 
Gleichung 2/ =/(a?) sei zwischen den 
Grenzen a? = «2 und x=b stetig, ihr 
Bild (Fig. 4) etwa die von x = ^ J5(a) 
Ms aj = ACQ)) ununterbrochene 
Linie DE. Zur Bestimmung der 
FlächeßDßCtheile m2,nBC==AC-AB 
= ^ — a in 71 unter einander gleiche 
Theile: 




-i B fG 
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22 
BF = FG = ... = HI = IC = ^-=^ = Jx, 

n 

ziehe die Ordinalen FL^ GM.,.HNy 10 und constrüire diese 

beiden Systeme von Rechtecken: 

BDPF, FLQG,...HNEI, lOSC 
BTLF, FUMG,...HV01, IWEC, 

deren Inhalte sind: 

Jx.f{a), Jx.f(a + Jx),. ,Jx,f(a+in—2)Jx),Jx.f(a-^{n—l)Jx) 

Jx,f{a-\-Jx)^ Jx.f{a'\-2Jx) .., Jx.f{a-^{n — l)z/a?), Jx.f(h), 

Für die zu berechnende Fläche i^hat man alsdann offenbar 
Jxy{a-^Jx)^f{a+2Jx)-^.,.-\-f{a + {n — l)Jx)-\^f{h)] 

>i^S^^[/(a)+/(a+^^^)4....+/(a + (n-l)^x)], 
imd da die Differenz der Grenzen, zwischen welche F gelegt 
ist, den Werth 

hat, also mit unendlich wachsendem n gegen Null convergirt, 
so folgt: / 

F=Gt Jx [/(a + ^a?)+/(a + 2^aj)+.. .+/(&)] 
= GrJx [/(a)+/(a + ^x)4....+/(a+(n— l)z/a3)]. 

Die rechter Hand vorkommenden Ausdrücke, das sind die 
Sunmien aller Werthe von der Form f(x),Jx^ welche dadurch 
hieraus fliessen, dass x bez. das Intervall von a-\'Jx bis 
a-{-n Jx =\ h oder von a bis a -[- (w — 1) Jx = b — Jx durch 
sprungweises Anwachsen um Jx durchläuft, schreibt man 
kürzer : 

x = b X =z b — Jx 

aj = a -j- zfaj a; = a 

SO dass man hat: 

h h—Ac 

i?' = Gr 2 /(^) ^^ = Gr 2/(^) ^^' 

a-j- Jx a 

oder da Jx mit uhendlich gross werdendem n gegen Null 

gßht: 

b 
F = Gr^ fix) Jx, 

a 

Die beiden Worte: Grenzwerth Summe fasst man zu- 
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sattünen in das eine AVort; Integral, die beiden Zeichen: 
Gr 2 ^ \t eclireibt letzte Gleichung also: 

ffierin dtircbläuft x nun das Intervall von a bis b in 
stetiger Weii^e, Jx ist Null, das Integral selbst erscheint zu- 
näclist unter der unbestimmten Form oo . 0. Zur Ermittelung 
des Integralwerthes gehe man ans von Gl. 10 
■J3) ^f/ = (^{x -\- Jx) — (f{x) = f(^) * ^ -[- ö - (^^) ^ * 

Wird hierin der Reihe nach x vertauscht mit a^ a -\- Jx^ 
a-\-2 JuL-f , - . a -j- {n — 1 ) Jx , wird angenommen , dass hierbei 
a die Werthe «j, a^^.^a^ erhalte, und werden endlich alle so 
gelaüdeten Gleichungen addirt, so entsteht : 

241 !p(6) — via) = '^ f'{x) zfe + ( J^OM«i + «i +- • •+ «»-)■ ' 

Um zu erkennen, wogegen der zweite Summand rechter 
iland mit unendlich wachsendem n oder mit gegen Null con- 
vergirendem Jx geht, setze man voraus, dass von den Grössen 
uj, «2,..,«fl die absolut grosseste «j,, die absolut kleinste a^ 
sei, dann hat man: 

oder wegen; JX' == ^ ^ 

Jx (b — a}a^^ (Jx) ^ («^ -|- «2 ^ * -4" ^«) ^ ^^ (^ — ^)^^g- 

Dieses zeigt, days, so lange up nicht unendlich gi^oss ist^ 

Gr (Jx)^ („j-|-„^,,,_^«^) = 

mn mu8B. Unter der Yoraussctzimg also, dass das a in 23 

t^ndlich bleibt, wenn ^' das Intervall von <i bis. 6 stetig durchläuft, 

mdwickelt sich aus 24 durch Uebergang zur Grenze (Jx^^O): 

25) j\fix)Jx=^ib)^ffiay 

*) In dem Vorigen ist vorausg^eftetzt worden^ dass f(x) mit x anwachse 
Dieses ist aber keineswegs eine noth wendige Bedinpfiing ^ oline welche 
■Aii^Q Resultate nicht zu Stande kommen können. Denn wenn man für 
Ljuie CurYeT welche sich der a?- Achse immer mehr nähert, in ähnlicher 
\^Bm zwei Systeme von Eeelit ecken construirt wie für DE in Fig. 4, 
'^ü liefert der Uebetgang zur (ireiize sofort wieder die Gl, 22. 
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Fig. 5. 



-rnwEfä unendlich gross, wenn (p(x) sich sprungweise ändert, 

z. B. in Fig. 5 für cc = c. Denn 
wenn in 

igß = y(c + g) — y(c) 

d gegen Null convergirt, so geht 
PQin PQ^, ß in 90» über, und 
man hat: 

Grösse) = oo -j- « . ^^ , woraus 

TJL ^ 00 folgt. 

Obgleich nun wohh im Allgemeinen q)(x) gleichzeitig mit 
ff'(x) stetig bleibt, so ist das Gegentheil doch immerhin mög- 
lich z. B. dann , wenn die Tangente an P^P in P der an 
QiQ in Qj parallel ist. Die Gültigkeit der Gl. 25 haftet 
deninaLli an der Bedingung, dass sowohl (p\x) wie (f(x) zwischen 
den Grenzen x = a und x = b stetig und endlich bleiben. 




rb 
Um demnach ein Integral (p\x) ^^ zu erwerthen, 

J a 



muss 



man zuTiächst die Funktion tp{x) ermitteln, deren Abgeleitete 
als Faktor von Jx unter dem Integral -Zeichen steht. Die 
IHffereo5^ ihrer Werthe ^(6) und (f{a) ist das Gesuchte. In 
aoferu aber q)'(x).J^ das Differential von (f(x) ist, kann man 



das Integral auch schreiben 



•■j%'(x) 



dx und hat nun zunächst 



V 



die Funktion des gegebenen Differentials (f{x) dx zu bestimmen. 
Den Irib{!griff der hierzu nöthigen Operationen nennt man in 
Rücksiclit auf die Art und Weise der Entstehung dieser Auf- 
gabe: Das Differential (p'(x)dx integriren; deutet, dass dieses 
Problem zu lösen,- dadurch an, dass man vor das zu inte- 
grii^ende Differential ein J setzt, hat also die Definitions- 
Gleichuiig: 

und nennt die linke Seite in 25 zur Unterscheidung von der 
in 26 ein bestimmtes Integral. 

Um das Verständniss zu erleichtern, wurde ein geome- 
trischer Gesichtspunkt als Eingang in diesen §. gewählt. Unter 
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f{x) sollte eine veränderliche Längenzahl gedacht werden; 
rh 

f(x)dx war alsdann eine gewisse Fläche. Es ist leicht zu 

begreifen, dass die Bedeutung von/(a?) und damit die von 
rh 

f(x)dx eine sehr verschiedenartige sein kann. Ist z. B. 

f(x) die veränderliche Inhalts-Zahl einer Fläche, so ist 
h 
f(x)dx das Volumen eines gewissen Körpers, der durch 

Forthewegen jener Fläche entsteht. Ueberhaupt wird der 
Effekt jeder stetig veränderlichen Ursache durch ein bestimmtes 
Integral dargestellt, welches darum mit Recht ein beredter 
Schriftsteller (Schlömilch) die galvanische Säule der Mullie- 
matik nennt. 

Endlich sei noch bemerkt, dass nur im Interesse dir 
Deutlichkeit angenommen wurde, x wachse zunächst um deji- 
treiben aliquoten Theil Jx an; wie jetzt leicht einzuselien 
ist, hätte man auch dem x der Reihe nach die Werthe a, 
a-\-6'^^ a*-f-<fi +<^2--* gßben können, um darauf 6^, dj... jo 
für eich gegen Null convergiren zu lassen. 

Beispiele. Die Fläche, welche von der Curve der Glei- 
chung y ^ ^inx von x = his x = n und dem zugehörigen 



aa 



Theile der a;- Achse begrenzt wird, ist sina? dx^ und 

J 

Ein 30 dx = — cos X, so hat man: Fläche == ( — cos ;t^ ^ 

(-^cosO) = % 

Der Inhalt des Schnittes S einer Pyramide der Grnnd- 
fiftche O, der Höhe A, angelegt in der Entfernung x von 

der Basis, ist ^^ (A — a?)2, also das Volumen der Pyranude 
I p (^* — ^y dx, woraus wegen )-p(A — xy dx = ^^j- 

^^ folgt: Yol == — . 

Bewegt sich ein Quadrat der Diagonale 26 parallel seiner 
ersten Lage so fort, dass der Mittelpunkt desselben eine 
Senkrechte zur Quadratebene und die vier Eckpunkte con- 
gruente Ellipsen- Quadranten der halben Hauptachsen a und b 
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beschreiben, die schliesslich in einem Punkte zusammenstossen, 
so entsteht ein Körper des Volumens = 2 | -^ ( a^ — x^jdx 

§. 7. Das unendlich Kleine. Die Darstellung einer Grösse 
durch ein bestimmtes Integral setzt zunächst voraus, dass 
dieselbe zwischen Grenzen geschlossen ist, deren Differenz 
gegen Null convergirt, wenn die betreffende Variable ein 
Intervall nicht mehr sprungweise sondern sfetig durchläuft. 
Es genügt, dieses einmal allgemein bewiesen zu haben. So 
muss nach Vorigem der Inhalt der Fläche, welche von der 
Parabel y^ = 2px, ihrer Achse und der Ordinate eines be- 

fx 

liebigen Curvenpunktes begrenzt wird gleich y2pxdx^ und 

da '\/2px dx == ^V2p . x'^ ist, gleich ^xy sein. 

In den meisten Fällen kann 
man die zur Aufstellung zweier 
Grenzen nothwendigen Rechnun- 
gen sehr abkürzen. Handelt es 
sich z. B. wieder um die Fläche 
PQRS (Fig. 6), so hat man so- 
gleich, da die Differenz zwischen 
dem beliebigen Theil LMNO der- 
selben und dem Rechteck LMN^ 

weniger als das Rechteck MM^NN^ beträgt , für AL = x*, 

ML = y= f{x\ LO = Jx, N^N = Jy: 
LMNO == yjx-^ßjxjy 

wo ß einen echten Bruch bedeutet. Jy ist aber immer von 

der Form a Jx-^bjx^ -\-cJx^ -]-■... ^ also 

LMNO = y Jx-^ ßaJx^ '\- ßb Jx^ + ßc Jx^ +. , ., 

woraus durch Integration 

rh 

PQRS = \ydx 

Ja 

folgt, weil [ßajx^ = Jx [ ßajx, [ ßbjx^ = Jx^ (ßbjx 
Ja Ja Ja Ja 
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n. s. w. für ^cc = verschwinden, welche endlichen Werthe 
die Integrale ßa Jx^ ßbjx... auch haben mögen. 

Ja Ja 

Soll der Körper berechnet werden, der durch Rotation 
der Mäche PQRS um die aj-Achse erzeugt wird, so vergleiche 
man den Körpertheil, der durch Drehung von LMNO ent- 
steht mit den Cy lindern, die aus der Rotation der Rechtecke 
LMN^O und LM^NO hervorgehen. Ihre Volumina sind 
y^ 71 -Jw^ (y + ^yY Tf-^^'-t d^r Unterschied derselben also 

Daraus erhält man als Volumen {JV) des betreffenden 
Körper theils, wenn ß wieder einen echten Bruch bedeutet: 

JV = y^nJx-^-ß {2y Jy + (Jy)^) n Jx, 
was immer auf die Form gebracht werden kann: 

JV =: y^ 71 Jx + A Jx^ •}- B Jx^ + C Jx^ +. . .. 
Hieraus folgt 

Das eingeschlagene Verfahren besteht also allgemein darin, 
einen Theil des zu Berechnenden auf die Form zu bringen 
CA z/ae + jS^x^ -{- y Jx^ +• • • ; ist dies zu ermöglichen, dann ist 
das Ganze (d. i. die Summe beim Uebergang zur Grenze) 

j adftc. Die Ermittelung der Glieder ß Jx^^ y Jx^.,,ist dem- 

nacli überflüssig, weil diese späterhin in Null übergehen. 
Darmn unterlässt man diese sogleich und sagt, um die Wie- 
derholung des Satzes: Jx solle später gegen Null convergiren, 
zu vermeiden, kurzweg : für unendlich kleine dx ist das Element 
des zu berechnenden: Das unendlich kleine Rechteck ydx^ der 
unendlich kleine Cylinder ny^ dx etc. Unter diesem Gesichts- 
punkte kann man dann auch, wie das häufig geschieht, die 
Gleichung dy = f(x)dx als unmittelbare Consequenz der 
Gleichung Jy = f'{x) Jx -|- a Jx'^ -f" ^ ^^^ "}"••• f^^ sogenannte 
tmendlich kleine Jx(dx) auffassen. 

Kehrt eine Curve der. a?- Achse nur die convexe Seite 
(Fig. 7) oder nur die concave Seite (Fig. 8) zu, so ist ein 
beliebiger Theil derselben (QR) grösser als die Sehne QR, 
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Figr. 8. 



und kleiner als die Tangentensumme QT-^- TR^ also auch 
Figr. 7. kleiner als QF-f FB. Sind 

demnach dieCoordinaten des 
beliebig gewählten Punktes 
Q: Aq = x, Qq = y = f(x), 
qr = Jxy RU = Jy^ so hat 
man, wenn die Länge der 
Curve QR mit Js bezeichnet 
wird, für Fig. 7 

■k-\ für Fig. 8 

woraus als Länge s 
der Linie PS in jedem 
Falle, wenn Ap = a, 
Äs=h gesetzt wird, 
folgt: 

Liegt die Curve 
gegen die a?- Achse 
abwechselnd convex 
und concav, so kann 
man sich dieselbe 
zunächst in einzelne 
Theile zo zerlegt 
denken, dass jeder Theil der cc- Achse entweder die convexe 
oder die concave Seite zukehrt. Behandelt man alsdann jedes 
Stück in der eben dargelegten Weise, so ergiebt sich offenbar 
als Endresultat wieder letztes Integral, weshalb man allge- 
mein sagen kann : das unendlich kleine Curvenelement QR = ds 

ist yi + (j|) ^33= ydx'^-{-dy^^ d. h. rechnet man von 

vornherein' v,mit Differential- statt mit Differenz - Quotienten 
d. i. mit dy statt mit z/y, so ist das Curventheilchen, welches be- 
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grenzt ist von zwei Punkten, deren a?-Werthe die Differenz dx 
haben, als gerade Linie anzusehen. Wenn also z. B. die 
Tangente BP (Fig. 9) an die auf ein polares Coordinaten- 
system bezogene Curve QPS im Punkte P als Grenze der Sekante 
B^PQ aufgefasst, AP = r, AQ = r-{-d/r, L PAK = ^, 
Z. Q4P = d^) gesetzt wird , so ist der mit dem Halbmesser 
r von A aus geschlagene Kreisbogen PP^ = rdip als eine zu 
j4P setiki-echte Gerade zu betrachten, woraus sofort, CB^AP^ 
CP -L PB vorausgesetzt, folgt: 

tgZ^BP = Grtg^B^ P== Grtg/^iPQ 
Fig. 9. 



dr 
rd(p ' 




Hicraua erhält man weiter als Längen der sogenannten 
Polar-Subtangente (AB) und Polar-Subnormale (AC) : 



AB = 



,2 ^ 
dr' 



AC = 



dr 
d(p' 



Die durch Rotation der Linie QR (Fig. 6) erzeugte Ober- 
fläche setzt sich zusammen aus unendlichen vielen Mänteln 
abgi^stunipfter gerader Kegel, deren Höhe das unendliche 
kleine dx (LO)^ deren Grund- und Gegenfläche Kreise der 
Radien y (LM) und y-^dy (ON) sind. Folglich ist der Lihalt 
dieser Fläche: 

j^(y -\-y-\-dy)nds= J2n y |/l+^|f dx. 

Ißt die Curve auf ein polares Coordinatensystem bezogen, 
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ihre Gleichung also von der Form r =f((p), so wird die Fläche, 
welche von einem Theil der Linie einerseits, den Fahrstrahlen 
ihrer Endpunkte andrerseits begrenzt ist, als Summe unendlich 
vieler unendlich kleiner Dreiecke aufzufassen sein. Der Inhalt 
eines jeden dieser Dreiecke ist durch ^r(r-\'dr) sin dq) dar- 
gestellt, die fragliche Fläche also, wenn die Winkel der End- 
punkte der Curve g)^ und (p^ sind, durch: 

/?9i r9>i /9i 

i \r(r + dr) 8ip# = i L(r+dr)^dg> = i, h^'^dg^ 

Für die Länge der Curve endlich hat man: 

r 

r^\ . 

= iy2r^ + 2rdr-^(dry—2r(r-^dr) (l_2sin2^) 
J 9o 

Enthält das Integral, wie in letzten Fällen häufig, einen 
Quadratwurzel -Ausdruck als Faktor, so muss man zur Be- 
stimmung des richtigen Vorzeichens überlegen, .ob die durch 
das Integral dargestellte Funktion mit zunehmender Variabein 
wächst oder abnimmt. Je nachdem der erste oder zweite Fall 
eintritt, erhält das Radikal solches Zeichen, dass das Integral 
-f- oder — wird. 

Aufgaben. Wenn auf einer Geraden ein Kreis fortrollt 
(Fig. 10), so beschreibt jeder Punkt desselben eine soge- 
nannte gemeine Cykloide. Die Gleichung, Tangente und 
Länge der Curve soll bestimmt werden. 
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Ist ^Pi^ die Yon^ beBchiiebene Cykloide, P der Punkt der- 
elben, welcher der Lage C\PC des rollenden Kreises vom 
ilalbmesBer r entöpricbt, so muss CA == arcuß CP = rt eein^ 
weim unter t der variable Winkel ^ — sog. WaJzungswiDkel — 
CIjP verstanden wird. Nimmt man also Ä als Coordinaten- 
Aniang, die Basis AX als a-Achse^ so ist 

3u{ÄB) = AC—CB= H—ED = rt — rBint 
y {BF) = BE^ ÜJP = r — r cos L 
Aus diesen Gleichimgen folgt durch Elimination von i als 
»fkieliung der Ciirve: 



X ^ r arc cos 



]/2ry — p^. 



Meistens ist es aber yorzuziehen, die rechtwinkligen Coor- 
itinaten x und y als Funktionen des Wälzungswinkels t in die 
lti*chtiung zu föhi-en. Dieses giebt 



Subnonnale = yg = r(l - cos ~~^^ = r sin t = BC, 

hsilh FC die Normale, FC^ also die Tangente der Cykloide 
' ^ i^t. Ffrner erhält man fui^ die halbe Bogenlänge AF 
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8= h/daj2+d2/2== ]/r2d<2 (I_cos02 + r2rf«2sin2^ 
= I rl/2]/l— cos^d^ =J '2rsin — dt 

=J^4rsin({)d(|) = [-4rcos-J^^^ = 4r.- 

Bewegt sich ein Punkt in der Art, dass das Produkt seiner 
jedesmaligen Entfernungen von zwei festen Punkten F und I\ 
des Abstandes 2c (Fig. 11) die Constante c2 ist, so beschreibt 

derselbe eine Curve, die 
ihrer besonderen Form 
halber Schleifenlinie 
oder Lemniskate ge- 
nannt wird. Die Gleichung, 
Tangente und Fläche dieser 
Linie zu bestimmen. 

Nimmt man FF^ als 
a;- Achse, den Halbirungs- 
punkt A der FF^ als An- 
fang rechtwinkliger Coor- 
dinaten, so ist für einen 
beliebigen Punkt P: 

(jfi^x^ +c^^2cx) (y2-|-cc2^c2 — 2ca?) = c4 
oder: 

(x2 4-2,2)2 == 2c2(aj2 —2/2). 

üebergehend zu Polarcoordinaten des Poles A^ der Achse 
Ax und für 2c2 = a2 erhält man die übersichtlichere Gleichung : 

r2 = a2 cos 2q) 
aus der die Form der Lemniskate leicht abzuleiten ist. 

Hieraus folgt: 

also auch: ^- [^^^i^^^ = -ig^r. 




dtp 



«2 sin 2qp 



r r \ r 

L APQ = 2 Z. FAX = 2(p vorausgesetzt, ist demnach PQ die 
Normale in P. 



*) Der Abkürzung halber ist hier und in dem folgenden statt 
/(a;)a: = j-/(fl;)x = a =/(6)-/(a) gesetzt [/w]^^*- 

itizedby Google 



Digitiz 



u 



Für diu roD der Coire begrenzte Fliiche hat mnn : 

4 



4 f^ r'dif = 2 



ff r -; 

r a^ cos %. dfp ^ a^ sin 2^? = 

^ L J> 



^«3._ 



Fif . 12. 



Die tlurch Rotation de» Bogen* PQ 
(Fig. 12) eines KreiHe« vom itadin» a uro 
äX erzeugte Kugelzone der Höhe BÜ^h 
ist für AB=^ci 

&t die Basis in der ersten dieser Aufgaben nicht eiiie 
, sondem ein Kreis, so beißst die von irgend einem 
des fortrollenden Kreites beschriebeno Linier gemeine 
lykloide (Fig, 13). Ist der Radius der Basis AB =^ R^ 





des Tollenden Kreises BG^=^r^ B der beschreibende Punkt, 

2 die Hälfte der Curye, P der der Lage CPC^ des rollen- 

Kreises entsprechende Pnnkt der Epicykloide, alsq-arc 
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= &TcBC (rt = RT^, A Coordinaten-Anfang, AX die Z- Achse, 
80 hat man: 

X {AQ)=:=AE-\-EQ, = (ß-\-r) cos T-\-rän[tJ^T—^) 

r Ä -4- T 

= (ß-f-r) sin ^t — r sin — ^-^^• 
Hieraus folgt: 

dy . cos — ^ — cos ^^ < 



dx — sm ^ ^ 4- sin — ~—t 



sin -^ ^ + sin-^^ t C\L — PQ 



cos ^ « -}- cos — J^ t AL — AQ 

Es ist also C^P die Tangente in P. 
^P=^, Z. PAX=(p gesetzt, erhält man ferner zur Be- 
rechnung der Fläche ABPQB^A: 

dy dx 

' tgy = |-, y=arctgj^, rfy= ^,^^, dt 
^r(R + r)(E + 2rni^cost) j 



*/ J 



/. 



^= I ^2 df=^ I B (■^+*') (Ä + ^O (1 — cosO dt 

§. 8. Die einfacheren Integrationsmethoden. Die Gleichung 

f(x) da'. == f(x) besteht, weil df{x) = f(x) dx. Es ist auch 

d (J{x) -|- C) =zf'(x) dx^ wenn C eine von x unabhängige Grösse 
bedeutet. Hieraus geht hervor, dass dem Integral if{x)) eines 
gegebenen Differentials (J'ix) dx) eine beliebige in Bezug auf x 
constante Grösse — die sogenannte Integrationsconstante — 
zugesetzt werden darf. — Aus d(C .f(x)) = Cf{x) dx folgt 

{cf(x) dx= af{x) = c[f(x) dx, d. h. constante Faktoren 
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kann man beliebig vor und unter das Integralzeichen setzen. — 
Wegen d{f(x)'{-(p(x)) =f(x) dx'\- (p'{x) dx ist {f{x) dx'\'(p' (x)dx) 

= /(pß) -^^ (p(x) = f'(iXi)dx-\- (p{x)dx^ d. h. das Integral 

einer Summe ist gleich der Summe der Integrale der einzelnen 
Theile. 

Durch ümkehrung der einfachen Dififerentialformeln erhält 
man: 

/^ = ,(.) + 6- J^ =-ctg.+ C 

\(f'dx=-^ + C f ^^ = + a^^ sin a?-}- (7 

^ J T/i_a.2 — arc cos x-^ C 

/cos 07 . da? = sin aj + C ^ , . . _ 

I <^ + arc tg a; -}- C 

/•^ , ^ J ^ + ^' ~ — arcctga?4-C 
sm a? . ax = — cos a? -|- C 

oder allgemeiner: 

JaA-) rf /(a;) = ^ + C u. s. w. 

Üebungs-Beispiele. 



Jdsc r3 I jl r x~^ dx X 
(l_x')^ J ( x» J J(a!-* — 1)* ]/l -X» 

*) Die Hinzufügung der Integrationsconstanten ist unterlassen. 
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/dx 1 Cf dx I dx \ J_ , / a + ag \ 

(' — ^- = l(x + 1/1+^) (Setze 1/I+ä2 = g _a;) 

;^ dx r x-^dx J_ , / a; \ 

5c]/a*±aj2 J|/aaa;-2±l '^ V|/a2 ± oj'» + a/ 

J ^ '^''-Ja^|/a' + ^^ \a+Va^ + x^^ ^ 

— =arc8m(— ) 

JJ:!; r dx 

]/2oac-aj2 J l/a^ — («- a;)^ 

/* ^^ , f yx^ + 2ax-^x + a \ 

J]/3aa;4-x2 V a / 

/' 



= — arcsin 



cos mx ,dx = 



sin wiai . cos nx . da? 



=/■ 



sin (m-{'n)x-^ sin (m — w) a; 



1 /cos (m -j- n) 05 j^ cos {m — n) a5\ 

2^ m4-n • m — n / 



cos 405 cos6a;\ 
~2 3~j 



j sin X , ßin 2a? . sin Sa? . rfa? = — y (cos 2x 4 

/rk o 7 1 /8iii6o5 , 8in4a; , 8in2o; , \ 
cosx.cos2ic.cos3aj.aaj= — (^— r — | j — I ö — r^j 

i . n • o j 1 / I 8in2o5 8in4a; sinßxN 
COS X - sm 2x.sm3x.ax = -^\x-\ —) 

\tgxdx = — l cos X 

r dx r dx ,. 05 

J J 2 sin Y cos y 
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Ist das zu integrirende Differential von der Form: 



WO 2? = 1, 2 oder 3 ist, so verwandele man zunächst die 
dreitheilige Summe -4 -f- -Ba? -}- ßc^ dadurch in ein Binom, diiss 
man a? = y-["* setzt und darauf fe so bestimmt, dass der 
Faktor von y verschwindet. Alsdann wird das zu Integrirende 
von einer dieser Formen sein: 

die bereits behandelt sind. 



[■ 






dx 2 , 2a5+l 

dg; _ 1 ,/ 2ag— 1 + V6 \ 

14-aj_a;2 — |7'5^\^2a;-l-|/5j 

j3^^P^ = arctg (20.-1) 

rfag , /2fl5 4- 1\ 

+ 3« +2a;2~ 12^+27 



1-, 

f- ^ = / (2ic 4- 1 + 21/14-«:+^) 

Jl/l+a; + x2 



da5 . Ä — 1 

= arc sm 






: = Z(2ä;— 1 — 2|/cc2_aj_i 



i 

J]/x2-a;— T 

j^yi+x+x^ jx^y T+^r+x^ Jyi^H-aj-i+i 

aj2 
r d(a;-i) ^^/ _x \ 

J 1/2^-2+05-1 + 1 \2 + x + 2i/i+a._j_aj2/ 

== arc sm ( — ,-r5 ) 

Ja;Vl + 2x + 3a?2 Vi + cc + V 1 + 2a; + 3a;2 j 

-|-l/3Z(3a;4-l4-l/3l/l + 2aj+3^) 
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J dx _ r dy ^ r dy 



2«— 1 



f__2ae — 3_ 

jT/l-aj + a: 



3 



l]/l-.a; + ar3' ^yi — or + x^ 



r_^_=2 f- 

I a-j-6cosa5 I ^ 



+ 6[cos2y— ßin2|-J 



■/= 



a? 



^tg^ 



+atg2|- + 6-6tg2'" 



2 



» ■ 



n — 1 wenn a<Co 



|/62__a2 Vl/i + a — 1/6 — atg 

J1+200SX ys V|/3-tg^y 
J2-3C0SX ys U + ystg^y 

j5 + 48ma!— 3 »^^^^"8^ 3 / 

Jl + ÖBina; 3 V2 tg -i- x + 4/ 

Aus d (uv) = vdv -j- vdu ist leicht abzuleiten udv = «w 

— »«ÜM, eine Gleichung, welche zeigt, wie ein Integral von der 
Form \udv durch eine Funktion uv und ein Integral von der 

Form [vdu dargestellt werden kann. Diese Umformung macht 
gegebene Differentiale häufig integrabel. 
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X sin X dx = — o; cos x -]- iinx (x = u^ sinx doc = dv) 
\lxdx = x l{x) — a? (Za? = w, da? = dv) 

x2 lxdx==^^lx — y 

/* . o 7 — sin « cos a; + flß . . . , , . 

Bin-' xdx==^ ' — (sin a? = ti, sm xdx = dv) 

rya^-x^dx = a^ r_^__ r x^dx 



2 """""* a 



= — arcsin-H ^— ^ (x = u) 



Ix^ cosxdx = x^ sina?-(-3a;2 cosa? — 6a; sin a? — Gcosa; 
arcsina;cfä? = a;arcsina?-j-]/l — x^ 
arc tgxdx==x arc igx — Zj/l-f-aj^ 

ra;2Z(r — l/r2— a;2)cZa;=yZ(r — l/r2 ^a;^)^^ 

» rxyr^ — x^ t r^ . l/r^ — x^ 
-\ S + -6- *'■<' «'° ^^-7 

— rr- 3 arc sin sc = -^——z: + Z 1/ 1 — x-2 



r« arc sin ac j t / z 

dx = x — 1/1 — a:2 arc sin x 

Jy-I^T^ ___ 

((«2 — aj2) arc sin l/— 4: — da? = (a2a? -- y) arc sin 1/ ^^^ 

VTV^ g]/"^]/^ 2a^VTV^ , 2a3 |/^ 

"T" 15 9 3 t" 3 ^ r a 

j a; ^^^g|^- ^ =(a? — -^arctga?)arctga? — ZV l-^x^ 
Jarcsin f 4" ^. = . arc sin j/^- V-^4- « -c tg |/^ 

= (a;+ a) arc sin y-^^ — ^ ^^' 

§. 9. Die Abgeleiteten^ Differential-Quotienten, Differentiale, 
DifiEerenz- Quotienten höherer Ordnungen. Die erste Abgeleitete 
(y^=f{x)) einer gegebenenFunktion(y =/(aj)) ist im Allgemeinen 
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wieder eine Funktion von x und hat deshalb ebenfalls eine 
erste Abgeleitete, die in Bezug auf das Gegebene die zweite 
Abgeleitete genannt und mit y^z=^f'{x) bezeichnet wird. 
So heisst weiter die erste Abgeleitete von y^=:f'(x) die dritte 
Abgeleitete von y ==f(x) und wird dargestellt durch y^^ =/'' i^)- 
Allgemein also versteht man unter der w*®° Abge- 
leiteten (y('») =/*(aj)) die erste Abgeleitete der (n — 1)*®°. 
So ist für 2/ = sin a? : 

2/i=rcoscc= sin(cc-j- y)? y^^ = — sin cc = sin (« -f- 2 ~), 
?/in,^_cosjr=sin(aj+3y), ?/(«) = sin (o? + ^). 

Der gegebenen Definition vom Differential einer Funktion 
zufolge bildet sich die erste Abgeleitete durch Division des 
Differentiales der Funktion durch das Differential ihrer Varia- 

belen: ,W'(-):^f = £. 
Demnach muss sein: 

Der Grenzwerth der Sekante ist die Tangente , gleich- 
gültig, ob die Schnittpunkte der Sekante einander näher oder 
femer liegen; d. h. die Verfügung über x zwingt nicht zu 
einem bestimmten Werth der Grösse Jx oder dx. Folglich 
ist Jx oder dx von x unabhängig, mit x nicht variabel und 
Gleichung 27 giebt; 

oder wenn endlich d{dy)^ das sogenannte zweite Differen- 
tial von y, mit d'^y bezeichnet wird 

28) • 2/i»=/»=g. 

Ebenso lässt sich zeigen, dass die 3^« 4'«... Abgeleitete 
als 3*«' 4*ö^.. Differentialquotient gegeben werden kann. Man 
hat nämlich: 

"^^^ y """ dx ~ dx^' y ~ dx ~ dx* ' y da?« 

Um also die w*^ Abgeleitete einer gegebenen Funktion zu 
bilden, differentiire man diese n mal hinter einander, hierbei 
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das Düierential der unabhäiigigeii Variabein als constant be- 
trachtend, und dividire das so erhaltene w**" Diflferential der 
Funktion durch die n^ Potenz des Differentials der unab- 
hängigen Variabein, 

I^ach der ersten Definition der Abgeleiteten ist 

Las st man x abennal» um ^x anwachsen, dividirt die 
dadurch entstandene Aenderung von f'(ic) durch Jx^ so ergiebt 
sich : 






Die hnlce Seite dieser Gleichung ist ofifenhar der Differenz- 
Quotient der Gi'Össe /'(ir), also darzustellen durch J" ■; der 

Zähler des ersten Summanden rechter Hand muss nach der 
eingefiibrten Symbolik mit J (Jf^)^ J'^fx= J^ y bezeichnet 
1%'erden; folglich kann man 30 in der Form geben: 

Nach vorstehender Erklärung einer zweiten Abgeleiteten 
ist aber 

fahrt man dieses in 31 ein und setzt der Kürze halber 



so entsteht 



n-)=-£P-¥7^ 



woraus durch Uebergang zur Grenze: 
32) /V)-Gr^? 

wird. Damit ist bewiesen, dass die ssweite Abgeleitete der 
Grenzwerth des zweiten DiflFerenz-Quütienten ist, falls die erste 
Abgeleitete keine Untarbrechung der Stetigkeit erleidet. Hier- 
aus lässt sich folgende bemerkenswerthe geometrische Conse- 
quenz ziehen, 
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Je nachdem das Curvenstück QW^R der Z- Achse die con- 
vexe (Fig. 7) oder concave Seite (Fig. 8) zukehrt, liegt die 
Curve QW^R zwischen der Sehne QWR und Z- Achse oder 
liegt die Sehne QWR zwischen der Curve QW^R undZ-Achse. 
Hieraus folgt sofort, wenn Aq= x^ qQ= y = f(x), qw= w r 
= Jx, also W^W = f{x + Jx), Rr =/(cc + 2 Jx), Ww 

= ^ ^ 1 gesetzt wird, dass Convexität oder Conca- 

vität stattfindet, je nachdem 

ist. Das Vorzeichen der linken Seite fällt aber zusammen mit 
dem von 

/(x + 2^)-2j^x + ^a,)+/rx) _^,^^^ ^^j^ 

und da man sich Jx so klein denken kann, wie man nur will, 
so ist hiermit der Satz bewiesen: 

Die Curve der Gleichung y=f(x) kehrt der X- 
Achse ihre convexe oder concave Seite zu, je nach- 
dem /"(aj)^0 ist. Ist y=f(x) von x = a bis x=b negativ, 

so folgt innerhalb dieser Grenzen umgekehrt aus f"(x) <C 
Convexität, aus /"(cc) > Concavität. In dem Punkt, dessen 
Abcisse der Gleichung f'Xx) == genügt, findet ein Uebergang 
von der convexen Lage in die concave statt, oder umgekehrt; 
ein solcher Punkt heisst Inflexions- oder Wende-Punkt. 
Hiernach findet man sehr leicht, dass die Curve der Gleichung 

yz=ze~'^^ der Z- Achse ihre concave Seite zukehrt von a; = 
bis a? = 4:l/i» i^^® convexe Seite von 0? = -}-]/^ bis a3=-f-oo 
und von x = — j/^ bis x = — oc, dass zu a; = + ]/-J^ Wende- 
punkte gehören. 

Schreibt man 32 in dieser Ausführlichkeit: 
33) fXa>)=.^+^^^i=^+^^>+^ + rp(x).Jx, 

SO leitet sich leicht ab 

jüx /ix ' {dxY 
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d.i. 34) '^^''^^-\-(rp\x)-^S.Jx)Jx * 
und wegen: ^^=f">{x)-\-iJx 

So kann man beliebig fortfahren, erhält allgemein: 

f(x^nJx)-nf(x+(n-l) ^)+?^^y^a!+ («-2)^)-+. . .±f{x) 

/•(=«) = (^);i 

oder 36) Gr^^A»')- 

Im Allgemeinen muss man, um ein n^ Differential oder 
eine n*^ Abgeleitete zu erhalten, die betreffende Funktion /* mal 
hintereiDHnder differentüren. Nur in verhältnissmässig wenigen 
Fällen, TOD denen die später häufig vorkommenden folgen, lässt 
sich das Bildimgsgesetz der einzelnen Differentiale erkennen 
und in Rücksicht darauf die n^ Abgeleitete unabhängig von 

[einer der vorhergehenden darstellen. 
Es ist für: 
y^^aiacj dy^±dx, d^y=d^y=,, =:zdny = 
^ = ax, dy^a dx, d^y = d^y = . . = dny = 
5f = -?-, dy — — ax-^dx, rf^ y = + 2 aa;-3da;^, d^y = — 2.S.a.x -i^dx^ 

, . ■, 2.5...« , 
d»^ij = ( — l)n — — a dxl^ 

tf = l^, dy = y-idx, d^y= — x-^dx^, d^y = -\-2,x-^dx^ 

, ,^ , 2.3...(»— 1) , 
< . dpty=z (— l)n— 1 i L dx» 

7=Tacff, d^ = aar«— 1 (iic, d^yz=za{a — 1) a:«^2 c^jc^, 

d^y = a (a — 1) (a — 2) a;«-3 dx^ ... d« y = o. . . (a — n+ 1) ^w«-» dx'^. 

- * * d^y = o» (lä)n dxl^ 

ij = stn a?, ofy = coa cc da; = sin f jc + IT/^» 

(i^y =^eii3 ^a: _j- 2 y) <^^^ '.' ^**y = sin (a; + n ^J dxn 

jl = cos flc, dy = — Bmxdx=^ cos f o; -|- -^) <^a;, 

rf*y = cos (ac -[- 2 — j e^sc^ dny = cos f a; + » -«-) ^^ 
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„ „„. « dx dx dx f X 1 \ j„ 

=.,^(_1)«-12.3...(«-1)( »-.^ , i, ) 

2t "^ ^ ^ / \ (a; — i)n (jB -|- i)n / 

= ^(-l)"-^2.3...(n-l)i^±|L=^^. Setzt man also: 
a; + t = p (cos 5-+1 sind), (>2=i_^a52^ tgd^=— , so entstellt: 

= (_ l)n-l 2.3. ..(n- 1)^ ^^ ^^ ^^^ ^^ ^^ ^^„^ 

(1 + ajsp 
yz=uv, dy = udv-\-vdu, d'^y = ud^v -^2 dudv -\- vd^u 

d''(uv) = ud''v + ndud''-^V'\-^^^YY^ 

+ "^^~^^ 6?«-2 udH + w6?«-i i«dv + Ww. 

7 (?a; 11, 

y = arc sin x, dy = — mzzzi = "tiziiz ~^r=z: ^^t 

d^y = \—^—d^-'^—^—-^(n — l)d—^^—d^-^ ^ 



iVl—X Vl+X ]/l—X Vl+a5 

d^-^—^-d^ —!— + („ -. 1) c?^-2— 1— d— J- — I :!- 



- + -- 

, (n — 1) (n — 2) 1. 8 (2n — 7) 1. S 

4:(n-l)^^--(^^:zA)_l_ . l>3.5...(2n-3) 1^^,^, 

§. 10. Die Sätze von Taylor nnd Maclaurin. Vorbemer 
kungen. Es lässt sich stets ein positiver echter Bruch der . 
Art bestimmen, dass für Zahlwerthe der Variabein x, kleiner 
als dieser Bruch, das erste Glied der Summe 
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aa* -f ^^«^* + <^^"''* +• • • + pa?«+' 
grösser ausfällt, als alle übrigen Glieder zusammen genommen. 
Vorausgesetzt, dass alle Coefficienten J, c.p dasselbe Vor- 
zeichen haben und unter ihnen k der grosseste ist, wird die 
fragliche Bedingung um so mehr erfüllt, wenn 

d. i. wenn 

a'^kx . "~^ 
^ 1 — aj 

ist. Da femer a < 1 sein soll, so ist Lzi^ <; J_ ^ folglich 
genügt X der letzen Bedingung um so mehr, wenn 
a > - — -^ d. i. x< 



1 — X a-\-k 

Haben die Coefficienten h, c...j> verschiedene Vorzeichen, 
oder sind einige gleich Null, so hat lezter Satz um so mehr 
Gültigkeit. — 

Ist fix) innerhalb der Grenzen aj=a imd x:=a'^h stetig 
and endlich, f{a) = und wechselt f{x)^ wenn x jenes Inter- 
vall durchläuft, nicht das Vorzeichen, so ist dasselbe mit f{x) 

der Fall. Denn aus der Gleichung -^^^ + ^^ ""-^^^^ =/(«;) + aJ 

folgt zunächst für a5=a,a-}-<J,a + 2<J...a-|-(n — \)d=^a^h — S^ 
wenn die Werthe, welche a in Folge dieser Substitutionen er- 
hält, mit a,, «2...«« bezeichnet werden: 

/(« + 2«r)-/(a + J) = tf/'(o + .r) + «j rf» 



f{a+h)—f(a-{-{n—\)S)=fXa-{-{n—\)S)-\-anS^ 
woraus weiter durch Addition der zwei, drei, . .ersten dieser 
Gleichungen hervorgeht: 

/{a+2tf) = tf [/'(« + *)+/'(«)] + *' («1 +«i) 

/(a4-3<r)=j|/'(«+2<r)+/'(«+«r)+/'(«)]+rfM«i+«2+«s) 

/(o + Ä) = J[/'(a + (n- i)<r) + ...+/(«)] + <r2 («1+-. •+««)• 
Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind nach Potenzen 
von S geordnete Summen, d kann man sich beliebig klein 
denken, also auch so klein, dass das Glied mit 6 grösser ist 
als das mit 6'^. Folglich sind unter den gemachten Voraus- 
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aetzimgen die rechten Seiten letzter Gleichimgeri sämmtlich 
positiv oder negativ, also auch die linken, was bewiesen 
werden sollte. Man sieht leicht, dass der betreffende Satz 
auch gültig bleibt, wenn /'(x*) zwischen a; = a und a?=a-|-Ä 
ein oder mehre Male verschwinden sollte. — /'(<^ + ^) sei 
ron ^ = bis z = h stetig und endlich; der absolut grosseste 
Wertli ilieser Funktion zwischen jenen Grenzen sei -4, der ab- 
solut kleinste B\ dann ist mit Ausnahme der beiden Werthe 
von 2, füi^ welche f'{a-\'z) bez. gleich A oder B wird 
f(a + z) — A<0 
fXa + z)-B>0. 
Die linken Seiten dieser Relationen sind die Abgeleiteten 
bez. von /(a-}-2?) — Az — fa und f(a-^z) — Bz — fa, welche 
Funktionen für z = verschwinden. Nach dem vorhin be- 
wiesenen Satz ist deshalb 

f(a-\-z)-Az-fia)<0 

f(a^z)-Bz-fia)>0 
und zwar innerhalb der Grenzen und Ä.fiir z, also auch für 

f(a^h)-Ah-f(a)<0 
/(a + A)-m-/(a)>0. 

Wenn also in dem Ausdrucke 

f(a + h)-f(a)-hfXa-\-z) 
z das Intervall von bis h stetig durchläuft, so wechselt diese 
Summe ndndestens einmal ihr Zeichen; ist demnach auch/a? von 
a?=a bis a? = a-[-Ä endlich und stetig, so muss es stets einen 
positiven echten Bruch ^ geben, für welchen 
37) /(«+Ä) —f(a) = hfXa + d^h) 

ist. Die geometrische Interpretation dieser Gleichung lautet: 

Smi f(x) und /'(a?) stetige und endliche Funktionen, so 
musa eine Tangente an die Curve y=f(x), welche der durch 
die Punkte cc=a, 2c = a-{-Ä gelegten Sekante parallel ist, jene 
in einem Punkte berühren, dessen Abscisse zwischen a und 
a-^h liegt. — 

Nach den eingeführten Definitionen ist 

folglich auch 
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fCoB-\-dJx}:=y + 3Jy+SJ^y+J'^y 

f(^a:^nJx)=y + nJy + ^^^=^J^y+...-^J->y. 
Setzt man njx = h, giebt letzter Gleidiung diese Form: 

und denkt sich darauf n über jede angebbare Grenze wach- 
send, so convergiren die ersten Glieder rechter Hand unter 
der Voraussetzung, dass/(aj),/'(a2), /''(cc)... endhche und stetige 

Funktionen sind, gegen die festen Grenzen hf{x\ — f" (a?) . . . , 

während die letzten Glieder verschwinden. Wo das Verschwinden 
beginnt, lässt sich nicht sagen; darum muss man sich begnügen, 
auf diesem Wege die Grenzwerthe etwa der p -|- 1 ersten Glie- 
der — wo p irgend eine endliche positive Ganzzahl bedeutet 
— %M ermitteln und den Grenzwerth der übrigen unendlich 
Tielen Glieder durch Betrachtungen anderer Art zu gewinnen. 
Alsdann hat man zunächst: 

36> /(x + A)=/(^) + Ä/Xa.)-fy/>).f....f^y5>(a.) 

' F{xl 



' 2...i>(i>+l) 

wenn-s — ^/"ttt-^C^) ^^^ ^^^^ unbekannten Grenzwerth jeüer 

letzten 71 — p Glieder bezeichnet. Dieser lässt sich folgender- 
maasaen bestimmen. 

Wenn für zwei Zahlen P imd Q 

39) f(x+h)-Kx)-hf{x)-'^r{x)-...-J^P{x) 



__ÄP+^__fP<0 

j...p(i>+i)t. 



2...1)- 



ist, so liegt ofiFenbar F{x) zwischen P und Q. 

Die Abgeleiteten der linken Seite in 39 nach A sind 

/'(«-hÄ)-/'(^")-Ä/"H— — ^^/'(<«)-;ä^{J 

Diese Grössen verschwinden für ä = 0; wenn demnach 
P TiTid Q für alle Werthe des A von ä = bis Ä=rÄ die letzten 
Ausdrücke bez. negativ oder positiv macht, so wird dieses 
p und Q auch der Relation 39 genügen (nach der zweiten 
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Vorbemerkung dieses §). Wiederholt man die Differentiation 
nacli Ä (p'^l)—mBl, so ergiebt sich endlich, dass P>i^a?)>Q, 
wenn 

/i'+i(ir+Ä)— P<0, f^+K^+K) — Q>0 
ist. Ist demnach der absolut grosseste Werth, welchen /p+^(a5 4-Ä) 
erhält, wenn h das Intervall von bis A stetig durchläuft, -4, der 
absolut kleinste Werth 5, so muss P^-4, Q^B sein. Daraus 
folgt, dass, wenn/p+^(a;-f-^) innerhalb der Grenzen x und x-\-h 
stetig ist, F(x) einer der Werthe jener Funktion im genannten 
Intervall, also F(x)=fp+\x+-d^h), -|-1>^>0, ist. 
Man erhält demnach: 

ip-f 1 

Diese Formel, welche so lange Gültigkeit hat, als f(x) und 
ihre Abgeleiteten endlich und stetig sind, heisst der Taylor'- 
sche Lehrsatz. — - 

Zweiter Beweis dieses Theorems. 
Die Definitionsgleichung der Differentialrechnung: 
f(x-^h)-f(x) = hf'ix)-\-h^g>ix, h) 
läsfit sdch auch in der Form geben: 

f(z)=f(x-{-z-x)=f{x) + iz-x)fXx) + (z-x)Mw) 
wenn <f(x,z — a?) = ^//(a?) gesetzt wird. Durch mehrmalige 
Differentiation nach x folgt hieraus: 

2rp(x)=r{x)+{z-x)xp'(x) 
3xp' (x) =f" (x)^{z—x)xp" (x) 
4rp\x)=f^(x) + iz-x)xp'\x) 



nyj^-%x) =f''(x) -^(z—x)yj''-\x). 
Drückt man unter Benutzung dieser Gleichungen der Reihe 
nach 7p(x) in ^/'(aj), v^"(a?)...t//'*~^(a:) aus und führt den erhal- 
tenen Werth oben ein, so entsteht: 

41) ß=fix) + (z-x)f'ix)-i- (t^/»+. . . 

, (2 — sc)» 



2...W 



-f%x) + F(x) 



weiij] ^^ ^^" xfj'^-^x) = F(x) gesetzt wird. Diese Funktion 

F{x) lässt sich auf dem schon angegebenen Wege finden, da 
41 und 38 vollkommen übereinstimmen. Es giebt jedoch noch 
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eine zweite Form dieses sogenannten Restgliedes, die häufig für 
Rechnungen bequemer ist, als die bereits aufgestellte und 
deshalb aus 41 me folgt abgeleitet werden soll. 
Wird 41 nach x differentiirt, so entsteht: 

weshalb auch: 

F'(x+diz-x))=- ^'-''-^^^'-'^^' f'+K'^-{-»(z-x)) 

sein muss. Da femer wegen 41 F(z) = sein muss, so giebt 
die vofhin bewiesene Gleichung F(X'-\'h) = F(x)-^hF(X'{'dK), 
die für X'\-h = z die Form annimiftt 

F{z) = F{x) + (z—x)F{x-\'&{z—x)), 
in diesem Falle: 

80 dass man endlich hat: 

42) /(a,+Ä)=/(a>)4-Ä/'(«)+¥/»+...+ 2^/»(x) 

Setzt man in 42 und 40: x = und vertauscht darauf h 
mit 07, so erhält man den sog. Maclaur in 'sehen Satz: 

43) f(x)=fiO)+xf(0) + y/"(0)+- • •+ ä^/tO) 



JT« 



44) /(a')=/(0)+*/(0) + Y/"(0)4-.+^/"(0) 

Um Taylor's und Maclaurin's Satz in der bis jetzt gegebenen 
Form auf bestimmte Funktionen anwenden zu können, ist die 

Kenntniss des in den Restgliedern ^ J" "^ ^" /""^K^) ^- ^' ^• 

enthaltenen echten Bruches & nothwendig. Seine Bestinmiung 
ist in den meisten Fällen schwierig und umständlich und, wie 
man erkennen wird, ohne grossen Werth. Man sucht diese 
danun dadurch zu umgehen, dass man diejenigen Werthe der 
Vari^.beln x einer gegebenen Funktion ausfindig macht, für 
welche die Restglieder mit unendlich wachsendem n gegen Null 

üigitizedbySoOgle 



F 



50 

coDvergiren. Alsdann hat man statt der endlichen Summen in 
42 und 43 unendliche Reihen: 

/(aj-}-Ä)=/(aj)+A/(c») + ~/»+...in infinitüm 

f(x) =/(0)+a^/(0) + yr(0)+...in infinitüm 

und die Anwendbarkeit der so erweiterten Taylor'schen und 
Maclaurin'schen Formel ist jetzt an Bedingungen geknüpft, die 
im folgenden § ihre Erklärung und weitere Erörterung finden. 

§. 11. Die Convergens und Divergenz der unendlichen 
Eeihen. Im Allgemeinen versteht man unter einer Reihe eine 
Aufeinanderfolge von positiven und negativen Gliedern, deren 
Äüziihl unendlich gross ist. In der Regel sind sämmtliche 
Glieder nach demselben Gesetze gebildet^ entspringen also aus 
einer bekannten Funktion einer ganzen, positiven, im Uebrigen 
willkürlichen Zahl, etwa aus (f{k\ durch Vertauschung des k mit 
0, h 2, 3, — Stellt F{n) die Summe der n ersten Glieder dar: 

F{n)=<p{0)+<p{\) +y(2)+. . .+9)(« - 1) 
SO ist die Grenze, wogegen F{n) mit unendlich wachsendem n 
convergirt, die Summe aller Glieder der Reihe. Ist Gr F{n) 
^= F(n)n^(g) eine endliche, bestimmte Grösse, so heisst die 
Reihe convergent, sonst divergent. Divergenz findet also 
statt, wenn Gr F(n) = <x> oder wenn Gr F(n) zwischen end- 
lichen Grenzen hin- und herschwankt; in diesem Falle nennt 
man die Reihe auch wohl oscillirend. So ist die Reihe 

l-[-x-f-aj^+«^+ ? ^^^ ^^® Summe ihrer n ersten Glieder: 

1 - - ™« 
mit unendlich wachsendem n für a; < 1 den Werth 

-erhält, dagegen für x^l unendlich gross wird, für 

-[*l>a;>0 convergent und alsdann ihre Summe j^^; man 

hat also: 



1 — 05 

-fl>cc>0. 
Femer ist wegen 



„_i),=ü±i;ih_^*) 



cosaj-f- cos 2aj+' • >'-\'OOB(n — 1) ^ — ^ 

2 sin Y 05 



') Dieses folgt aus sin(<+^)a5 — sin(< — \)x = 2 sin -r-cos ix, wenn 
Merm ^er Beihe nach t =1, 2,8... (n — 1) gesetzt und alles Erhaltene addirt wird. 
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die unendliche Reihe: 

cosaj-|- cos 2a?-}- in infinitmn 

oßcillirend, also auch divergent, weü sin(w — yWuiit wachsen- 
dem n nicht gegen eine bestimmte endliche Grenze geht, sondern 
zwischen -|- 1 und — 1 hin- und herschwankt. 

Ein Hauptzweck bei der Darstellung der Funktionen durch 
unendliche Reihen nach Taylor's oder Maclaurin's Princip ist 
der, die Zahlwerthe der Funktionen für gewisse Werthe ihrer 
Variabein annäherungsweise mit Hülfe der Reihen zu ermitteln. 
Das ist offenbar nur möglich, wenn die Reihe den gesuchten 
Werih der Funktion als Summe hat; mit anderön Worten, 
eine Gleichung Von der Art 

f(x)^=a-\-bx-\-cx^'{'Cx^ -{-..An infinitum 
hat nur so lange Sinn, als die rechte Seite eine convergente 
Reihe bildet. Darum ist es nothwendig, vor der Rechnung mit 
Reihen, Kennzeichen ihrer Convergenz zu constatiren. Dieses 
soll zunächst geschehen für Reihen, deren Glieder das nämliche 
Vorzeichen haben, die also im Allgemeinen von der Form sind 

«0 + «l+«2+«8+ 

Als ers\e Bedingung erhält man leicht, dass die Glieder 
von irgend einer Stelle an bis ins Unendliche abnehmen müssen. 
Denn wäre das Umgekehrte der Fall: 

SO hätte man offenbar: 

welche Relation zeigt, das^ die Summe der Glieder von an bis 
ins Unendliche grösser als tan= ^ . a« = oo, also auch oo aus- 
füllt. Würden von irgend einer Stelle ab die Glieder den 
nämlichen Werth haben, so wäre ihre Summe ebenfalls oc. 
Abnahme der Glieder genügt aber nicht, wie das Beispiel 

i+i+i+i+i+i+ 

zeigt. Theilt man die Glieder vom vierten ab in diese Gruppen: 
J-f-|-J-|, ++---+"i^> ^+"'h ^' s. w., von denen man 
leicht erkennt, dass der Zahlwerth jeder Gruppe >>^ ist, so 
sieht man, dass die Summe aller Glieder der Reihe > ^ . oo d. i. 
Qo, die Reihe also divergent ist. 
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Es müssen also die Glieder einer conyergenten Reihe 
noch einer anderen Bedingung, als der des Ahnehmens, unter- 

worfen sein: diese lautet: -^^t_inuss mit unendlich wach- 

% 

sendem n gegen eine feste Grenze <1 convergiren. 
Die Annäherung an eine feste Grenze kann im Allgemeinen 
durch allmählige Zu- oder Abnahme geschehen. So nähert 
sich mit wachsender Seitenanzahl das eingeschriebene regel- 
mässige Vieleck seiner Grenze — dem Kreise — durch Zunahme, 
das umschriebene Vieleck durch Abnahme; nähert sich für die 

Reihe i + i + i+----;- der Quotient — ±^, welcher successive 

die Werthe f, |,i... erhält, seiner Grenze 1 durch Zunahme, 

für die Reihe — + y-^ -4- j-g-^ 4-... dagegen, bei welcher 

jener Quotient J,^, i-.. wird, seiner Grenze durch Abnahme. 

Ist also GY(-^^^j = g^ so wird-^^^ = gflf J sein, wo durch 

passende Wahl der Zahl n 6 so klein gemacht werden kann, 
wie man nur will. Man hat nun offenbar in den beiden ver- 
schiedenen Eällen: 



9 >-f^=g-^ 



9<^<9 + S 



9>?^.>9-S 






oder nach einfachen Umformungen: 

gf.a„>an+i = a„(äf — J) fl^.«« < a„+i = an (s^ + <^) 

9^.an>an^z>an{g — Sy fl'^an<a^a<an(fl' + *)^ 



g^ Mn > an+t>an {g — Sy 9^ 'Ctn< ««+< < «„ (fi' + *)* . 

Wird slso die ganze unendliche Reihe aQ-|-^i4" ^ 

die zwei Summanden zerlegt: 

Digitized by VjOOQIC 



53 

a„+a„^_i-[-a,^+... in inf. 
so erhalt man für den letzteren Bestandtheil entweder; 

ö>t{l+5 + £f^+--^l>«n + ««+1 + 0^-2 + ... 

oder : 

Ist nun erstens 5>1, so kann man sich n immer so ge- 
wählt denken, dass g — d auch noch>l ist; folglich ist in 
jedem Fall a« -[-a„^„i-j-afi+i+-- unendlich gross, die Reihe 
also divergeni 

Ist zweitens ,^=1» so liegt un ersten Falle o» -4-^+i + ^«-h2 
4--* zwischen iXJ und einer endlichen Zahl, kann also endlich 
ine unendlich gross sein, ist im zweiten Falle an-j-^tH-i + ^+s 
-]-.,,==<»; folglich ist e& jetzt im Allgemeinen nnenrtschieden, 
ah die betreffende Reihe convergirt oder diver girt. 

Ist drittens ^<;i, so kann man sich n immer so gewählt 
denken, dass g-\-^ auch noch <1 ist; folglich liegt in jedem 
Falle Oft -|- a,+i-[-a„_l_B+-* zwischen endlichen Grenzen, ist 
also selbst eine endliche Zahl; die Reihe ¥drd jetzt also con- 
¥6 rgi ren- 
in den Fällen Grf -^^^]^1 entscheidet meistens ein an- 
deres Kennzeichen, zu dem man wie folgt gelangt. Wird in die 
identische Gleichung: 

p(^ + l)..,(/?+m- l) ß(ß ^l)...{ß + m) ^ ß(ß + l)...{ß + m-l) cc~-ß 
a(Ä-|-l)..-(« + m — 1) ir{«+l).,.(a + m) (a + l)(a4-2). . .(a-fm) a 

der Reihe nach m=1^2, 3,,.(n — 1) gesetzt und darauf Alles 

addirt, so entsteht: 

in% ""-Pt ß ] _ßJß+^)_ I ß(ß+i)iß + ^) . 

^^ a la + l-r^^+i) (-+2)^(^+1) (a + 2)(a+3)"T-" 
. ß(ß + l)...iß + n^^) \ ß ß{ß+l)(ß + 2)...(ß + n^l) 
"""(«+!) (a+2)...(a+fi-i)f er «(« + 1) (a + 2). . .(a + n — 1) 

Die Summe innerhalb der Klammer linker Hand wird mit 
unendlich wachsendem n eine convergirende oder diver gir ende 
Reihe, jenachdem: 

n^ ßiß + l)(ß + 2)..{ß + n^l) 
"' ff{a+l)(c. + 2)..(a+n-l) 
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Wi^'- endlich oder o© ist. Für ß-<« ist abep nach 5 letzter Grenz- 

y. .: werth gleich Null; für /?>« ist derselbe das Produkt unend- 

/ - lieh vieler unechter Brüche, also oo ; für /? = « endlich reducirt 

S^ 1 sich die betreffende Reihe auf: 

deren Summe, wenn q die grosseste in a enthaltene Ganzzahl 
'"ist, grösser als die der Reihe: 

« (^ + ^ + ^4^4 + ^ + 5 +•••) = » 
also selbst unendlich gross ausfällt; folglich ist: 

^ , Hß + ^) I ig(l3 + t)(P + 2) , ... 

a4-l'^(a+l)(a + 2)'T-(a+l)(a + 2)(«-f3)"r-""' "''• 

convergent für /?<a, divergent für /?>a. 

Angenommen nun, für die betreff ihrer Convergenz zu 
untersuchende Reihe a^ -f-aj -j-aj +... sei 

80 ist für jedes endliche n 

woraus man leicht durch schon bekannte Schlüsse entweder: 
• öt»[iH ;i h- — ^i ;r:pi h--J 

oder 
'•■[l+^+'^=ift^+-]<».+<M-.+<M-.+ 

erhält. 

Ist nun fl'^l, so kann man sich n immer so gross ge- 
wählt denken , . dass auch gf -j- J <; 1 , demnach sowohl n — g 
wie n — (fl' + ^) > ^ — 1 ist; . folglich ist in jedem Fall 
an + an + i+ — unendlich gross, die Reihe also divergent. 

Ist gf=l, so liegt im ersten Fall an-f-On^-i«. zwischen 
00 und einer gewissen endlichen Zahl, ist im zweiten Fall 
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Für j^l endlicli kaun man sich zunächst n so gewählt 
denken, dass auch g — ^<i > 1, also n — g sowohl wie n — (g — d) 

<« — 1 ist; folglich hat jetzt «»i-f-^n + i in jedem Falle 

einen hestimmten endlichen Werth und das Ergebniss dieser 
Untersüchimgen lautet: , 

Die Reihe a^^a^-j-a^ -{-... ist convergent oder 

divergent, je nachdem Gr n ( 1 — ^^^±^ j ^ 1. Fällt 

dieser Grenzwerth gleich 1 aus, so ist es unent- 
schieden. 

Hiemach ist die Reihe: « 

J-+J-4.^+ 

convergent, wenn: 

[«' » ('-(^r)='^ '"".'"' "+". ^r''Y '■ 

Wenn dagegen die Vorzeichen der Glieder abwechselnd 
-|- und — sind, so wird die Reihe convergiren, Wenn die 
abeoluten Zahlwerthe ihrer Glieder von irgend 
einer Stelle an kleiner werden. Denn unter dieser 
Annahme folgt sofort aus: 

dass: a„— a^i< an— 0,1-1-1 + ««+2 — an+8+- • .<an ist, 
und da durch paasßnde Wahl des n die Grössen a„ imd 
a^ — o,»-! so nahe aneinander gelegt werden können, als man 
nur will, so muss a„ — ni^fi-|— •• ? also auch die ganze Reihe 
a^j — a^-\-ar^—-\^..,-\-a„ — an+i+ • • • einen bestimmten end- 
ift^hen Werth haben. 

In detä Folgenden werden hauptsächlich Reihen von der 
Form; 

a-\-hx-\- cx^ -|- ^^^ +• • • 
auftreten, die durch Vertauschung des -{-x mit — x über- 
gehen in: 

a — Jfx-\- €x^ — dx^ "!"••• 

Angenommen nun, die erstere dieser Reihen convergire für 

x<C-\-rij dann wirtl für jedes x kleiner « von irgend einer 

Stelle an Abnahme der Zahlwerthe der Glieder stattfinden, 

denmach auch die letzte Reihe für a;<;a convergiren; man 
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kann darum unter diesen Umständen behaupten, dass erstere 
Reihe für -|-a>a?>> — a convergent sei. 

Durch Differentiation der Glieder einer unendlichen Reihe 
werden die Coefficienten derselben geändert und da von letzten 
das Convergenz- Intervall abhängig ist, so bedarf die Con- 
statirung der Convergenz einer durch Differentiation abge- 
leiteten unendlichen Reihe einer besonderen Untersuchung. 

Die nach ganzen Potenzen von x aufsteigende imendliche 
Reihe : 

convergirt für: ^ 

Gr(?^«)<ld.i»<[G,^=,] 

hat also für — 9<i^<C.-^ 9 eine bestünmte endliche Summe, 
die mit f{x) bezeichnet werden möge, so dass 

f(x)=aQ -j-tti x-\-a2 £c^4"---+^^**+^+i^""^^+ 

— 9 <^ < + 9 
ist. Die erste Abgeleitete der Reihe rechter Hand: 

a 1 -f 2a2 « 4- • • + wa„ aJ~-^ + (n + 1) a„+i aj« + . . . . 
convergirt für: 

Gr( ("+^)^+^^ )<ld.i.^<rGr-4--^ = Gr-^c=g1; 

damit ist zunächst bewiesen, dass für die neue Reihe das Con- 
vergenz - Intervall der alten besteht. Wird femer die inner- 
halb der Grenzen — g und -j- g bestimmte endliche Summe 
der Glieder der neuen Reihe mit (p(x) bezeichnet: 
q)(x)=a^ -\- 2a2 X ■-{-.. .nünX'^-'^'^ 

—9<^<+9 
so ist unter der Voraussetzung x-^JK^g: Z^' 

^(iu-f Ä)=l:ai4-2a2(a?+Ä)-|-... + wan(a?-f-Ä)«-^4- n 

Es ist aber auch: 
/(aj-f-Ä)==ao + «1 (as-fÄ) + a2 («-fÄ)^ -f. . .+«« (a^ +*)"+• • • • 
woraus unter Benutzung der Gleichung: 

folgt: 

/(«'+^)-/('^) ^^^ ^ 2aj (x-\-», h) + 3«, (« + *, Ä)2 + . . . . 
4-na, (a5+d-„Ä)'»-i4- 
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wo ^j, ^3 , . . ^H ■ ■ positive echte Bräche bedeuten. Sind dem- 
öadi alle Coefficienten «p a^^ ^^--^ positiv, so ist für positive 
X und positive k: 

ffir positive a: und negativ h : 

also in jedem Fall für gegen Null convergirende A: 

Wechseln die Vorzeichen der Glieder irgendwie ab, was 
der Fall sein kann, wenn auch negative x und negative Coeffi- 
cienten mit in Betracht gezogen werden, ßo kann man die 
ursprüngliche Reihe als Differenz zweier Reihen nur positiver 
Glieder aufiassen, so da^s, sind die Sununen dieser bez. /^ (sc) 
und ^2 W • 

ist. Die Abgeleitete der ersten Reihe hat alsdann die Summe 
//(a:), die der zweiten /jX^^)^ also die der ursprünglichen 
/^'(a?) — fii^)^ ^^^ bekanntlich /'(a/) ist Man erhält deshalb 
den Satz: Ist 

a^ +^1 x-\-a^ x^ +, . .+a^a:"4-. . . =/(a;), 

— ? < a,' < + iP 
so ist auch: 

— g <x<-\- g. 

§. 12. Die Daifltellung der Fun^ionen einer Tariabeln 
durch unendliche Beihen. Für ein unendlich grosses n wird 
aus 43: ^ 

+ ^/"'(0)4---iiiinf. 
Convergirt die Reiiie rechter Hand und ist innerhalb des 

Convergenzintervalls Gr — ^ — -— ^/»+i (^) = 0, so kann inner- 
halb dieses die gegebene Funktion f(x) ersetzt werden durch 
die unendliche Reihe /(O) -f xf'(0) + y/'^O) + • - Conver- 
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genz der Reihe und Verschwinden des Restes sind keine iden- 
tischen Bedingungen. Denn angenommen für y:==yj(x) sei 

T//(0)-}-2cv^Xö) + Yt//"(0)+--- für a;<a convergent und die 
Grenze des Restes Null, so hat man 

y = V'C»') = V(0) +^ V'(0) + y v"(o) +• . • ; 

-(- a > a; > — a 

besitze femer q){x) die Eigenschaft, dass alle ihre Abgeleiteten 

sowohl wie diese Funktion selbst für x=0 verschwinden (dies 
i_ 

ist z. B. mit e *^ der Fall),*) so muss, beziöichnet man den 

Rest kurzweg mit JS«, stattfinden: 

fix) + <p(x)i^GvEn = y^{ö)+xrpXO)^^xp\0)+... 
-}- a > 05 > — a. 

Wäre nun innerhalb der Convergenzgrenzen stets Gr i?» 
= 0, so müsste yj(x)-{-q){x)=rp(x) sein, was unmöglich ist. 
Dieses zeigt, dass der Grenzwerth von Bn in jedem Fall einer 
besonderen Untersuchung bedarf. Diese lässt sich meistens 
sehr leicht führen in Rücksicht auf den Umstand, dass für 
jedes endliche x: 

Grr-T-^ =0 

1.2.3. ..n 

sein muss. (Siehe 1.) 

Schreibt man das Restglied nun in dieser Form: 

so erkennt man sofort, dass Gr Än=0 ist, wenn Gr/*+^(^) 
irgend einen endlichen Werth hat. Nur wenn Gr /*+^ (die) = oo, 
bedarf also der Rest einer eingehenderen Betrachtung. 

Benutzt man eine Gleichung von der Form: /(aj)=:a-}-fesc 
-f- cx^ . . . -f- zur Berechnung des Zahlwerthes von f(x) für 



*) Durch Ausfährong einiger Differentiationen gewinnt man nämlich 

bald die üeberzeugung , dass die n«« Abgeleitete von « ** eine Summe 
von Gliedern von der Form ist, wo r eine Ganzzahl bedeutet. 



_i_ 
scre x2 wird aber, wie die Anwendung später mitgetheilter Regeln (§. 16) 
ergiebt, fiir a; = unendlich gross. 
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gewisse x^ so kann man von den unendlich vielen Gliedern 
rechter Hand natürlich nur einen Theil in Anrechnung bringen. 
Indem man aUo mit einem gewissen Gliede abbricht, begeht 
man einen Fehler^ der sich wit- folgt abschätzen lässt. 

Wechseln die Vorzeichen der Glieder ab und geht man 

bis zum n^^ Gliede der Reihe a^ "h *^2 "1" ^i h • • • i ^^^>— i 

ip 0,1+0^1 4^.,, so begeht man einen Fehler /, dessen absoluter 
Werth ist: i 

der also immer kleiner als a^ ausfallen muss und zwar 
rechnet man zuviel oder zu wenig heraus; jenachdem das letzte 
Her mitgenommenen Glieder positiv oder negativ ist. 

Haben alle Glieder dasselbe Zeichen, so ist die Abschätzung 
des FehlerEi etwas umständlicher. Meistens kommt man am 
raschesten zum Resultat, wenn man von Maclaurin's Satz in 
endlicher Form ausgeht, woraus dann sofort folgt, dass der 
Fehler, welcher entsteht, wenn man mit dem n^^ Gliede ab- 
bricht, zunächst gegeben werden kann in einer der Formen des 
Rest glie des : 

Wie weiter zu schliesaen , sieht man am besten aus den 
komm^iden Untersuchungen bestimmter Fälle. 

L Der binomische Lehrsatz für gebrochene und 

negative Exponenten. 

Für/(^)^(«-har)^ist/«(^)=^^(f-l)...(|— n+l> 



q \q ^ vg 






{a-\-x) * , woraus folgt: 



("+»)'-a'^,^=^"f(f-i)-(f-«X«+*»)'— ' 



I \ff J 



' q * 1.2 * 

Ob — ein positiver oder negativer, echter oder unechter 

Bruch ist, die Vorzeichen der Glieder der unendlichen Reihe 
rechter Hand wechseln für positiyo x von einer Stelle an, die 
in jedem bestimmten Falle leicht zu ermitteln ist, ab. Es findet 
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demnach ConTergenz statt, wenn die absoluten Zahlwerthe 
der Glieder von irgend einer Stelle an abnehmen, d. i. wenn 
man für irgend ein n hat: 



f(f-.)...(f-«)^._,.„^. 



(n + l) - - _ »-7 X 

a 



f(f-l)-(f-" + l) L^. " + ^ 



1 . 

wenn also 



^^- ^ a« 03» 



<1 



a ^ P 

n — — 



ist, woraus unter Voraussetzung eines positiven — oder eines 



9 



negativen — zwischen und — 1 (die Grenzen ausgeschlossen) : 

für jedes andere —, zwischen — 1 und — oo (die Grenze ein- 
geschlossen) : 

folgt. 



— <<1, x<C.a 



Für negative x erhalten die Glieder von einer bestimmten 
Stelle an bis in's Unendliche das nämliche Vorzeichen; also 
hat man jetzt Convergenz, wenn obiger Quotient für ein un- 
endlich grosses 71 kleiner 1 ausfällt, d. i. wenn x<ia. Ob der 
Werth x = — a zulässig ist, kann durch diese Betrachtung 
nicht entschieden werden. Man muss in diesem Fall zum 
zweiten Kennzeichen der Convergenz seine Zuflucht nehmen, 
welches nachweist, dass für x = — a die Reihe convergirt, 
falls: 

Grn(l-^)=Gr-^(l-f^) = l+^ 

grösser 1 d. h. falls — positiv ist. 

Das. Restglied kann man zunächst auf die Form bringen : 
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Bezeichnet t. die grosseste in dem zunächst als positiv 
Toraiiögesetxten Bruch — enthaltene Ganzzahl, so werden die 

Z^erfaktoren im Coefficienten ( - — l). . . (— — ii) von der Stelle 

^— (i-|-^) ^^ ßämmtlich negativ, das ganze Produkt also 

positiv oder negativ, je nachdem man eine gerade oder un- 
gerade Anzahl von Faktoren hat. Der absolute Werth — 
nud nur hierauf kommt ea an — des betreffenden Theües des 
Cüefäcienten fällt zusammen mit dem der Grösse: 

- ('+^-f)G+'-f)-("-f) 

vekhe nach 5 für unendlich grosse n verschwindet. 

Femer ist — -r-^- = ~- — fiir 4- a > x > — a entweder 

iE ' 

A] echter Bruch oder ^= — 1 ; demnach ist innerhalb dieser 
Gren^eB das Restglied für unendlich grosse n gleich Null. 

Für negative ^(^ = — ä") ist der absolute Werth des 

^stes zunächst; 

Der Coefficient wird jetzt mit n imendlich gross, weil er 
^in Produkt unendlich vieler unechter Brüche ist. Die Grenze 
JeB Restes stellt sich demnach für -|-a>a;> — a zunächst 
in der Form od.O dar. Denkt man sich, um dieses Unbe- 
ütünmte zu vermeiden 1 jeden der Faktoren des Coefficienten: 

4^, -4^- ■ mit ^-^^ aus multiplicirt, so siejbt man leicht, 

äasB die Grenze des Restes Null sein muss, wenn 
f-|-ji ig — a-x , 

t a + 5^ "^^ 

ist für jedes t von irgend einer positiven Ganzzahl an bis 
^==00, Letztes nach A aufgelöeet, erhält man: 

welchem jedes endliche ;l genügt, da man stets ein endliches t 
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letzter Bedingung ermitteln kann. Für jedes endliche v 
iBt also: 

46) ^ 

+ «>«?> — a; 

jedoch ist der Werth a?=-}-« nur zulässig, wenn v 
zwiiichen — 1 und + QO liegt, der Werth x= — a, wenn 
V positiv ist. 

Ist v = — , so wird die linke Seite letzter Gleichung 



ya-\-x, deren Zahlwerthe sich mit Hülfe der Reihe rechter 
Hand meistens sehr rasch berechnen lassen. Für positive x 
wechseln die Zeichen ab; für negative x dagegen sind sie 
mit Ausnahme des ersten Gliedes negativ, weshalb für diesen 
Fall der Fehler einer besonderen üntersuch^g bedarf. 

t(t-0-(t-("-^>) 

Bricht man mit dem n^^ Gliede G« = — — ^-^ — ^ t^ — ^^ 

1 . 2 . . . (n — 1) 

o« aj"-^ab, so begeht man einen Fehler /, dessen absoluter 

Werth zusammenfällt mit dem von: 

^~ 1.2...{n— 1) ^Vo— Ö^ ,a — -»« 

woraus man sogleich wegen: 

JE^<^' (a— ^a?)^<a^ a—^>a—x 



erhält: 

So ist z. B. 

1/ÖK^1/ 0R I 1 _R r 11 1 1 1 , 1 1.3 1 j,. 1 1.3.5 1 
f/^ö— |/JO-t-l — 0-t-yy--^y^-t-^ — ^, /<2*2:3:46^ 

= 5,09901 

F^O VZi^Z — ö yy I2T2 3^ 33X3 P' 
f ^ 1 »2-5 23 8 2 
•^^ 33.2.338 3 25 

= 2,924021, /< 0,000016. 
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Setzt man m 46 v= ^ , a=l und bricht mit dem zweiten 
'bede ab, bo entsteht: 

Der Fehler, welcher auch<r„ ist, wird also in den 2n 

ersten Decimalen gleich Null sein, wenn eich x mit 2n DecimaleD 
schreibt, von denen die n ersten Nnllen sind, Biäs auf eine 
üinheit in der 2n**" Decimale genau ißt also unter den ge- 
machten Vorane Setzungen : 



Für 71= 1 reducirt sich die Formel des Maelaui'in' sehen 

"Htzea auf: 

fix) =AO) + xf (0)+x^ (1-*)/" (**) 
Maus für /(x) = (a-[-x)* wird: 
(3 -[- a-)'™ = a"* 4- ^a— * a; + wi («1 — 1) x'^ (1 — ^) (a + &x)'^-K 

Setzt man ic— ^1, vertauscht darauf a mit 1, 2, 3...^ und 
Mit alle so enstandenen Gleichungen^ so gewinnt mau: 

fm(m— 1)(1 — ^)({l + ;^)«-« + (24-^)'^*+-'^+(^ + ^r-'). 
Ist Tn — 2>0, so ist offenbar: 

(l + ^)'^-» + (2 + ^)^^ + ...+ (* + ^)— ^<K^ + ^)'*-' 
'Während man für ^i — 2 < : 

■mt Letzte Gleichung lässt sich also steta schreiben: 
{t + 1)-= 1 4-m (l"*-i + 2™-i+ 3"-' -[-. . . + f™-i) 

^f^im c4 und ^ echte Brüche bedeuten, Dividirt man durch P 
nd aetzt darauf ( unendlich gross, so erhält man unter der 
\ liiaussetzimg m — 1 > : 



II. Die logarithmiachen Reihen 
dtmnach 



FSr i, = log» (14.«;) ist y(-)=(_i).-i?:iii^^'log,«, 
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64 
log,(l+a,)_Gr(-l)«»^^i^log.e 

+ l>a!> -i. 
Giebt man den absoluten Werth des Restes in der Form: 






l + ^Vi+ö^/ "o*e 
80 eieht man leicht, dass der Grenzwerth desselben Null ist, 
veil ^Ta innerhalb des Convergenz - IntervaUes unter der 
Einheit liegt. Man hat also: 

log*(l + a;)=logie(a!-^4-|-—^ -...), 

+ I>a;>-1 
und ebenso leicht abzuleiten: 

logt(l — x)=log»e(— aj - y — y - ^ -. . .) 

aus welchen beiden letzten Gleichungen folgt durch Subtraktion : 
log*(S) = 21og.e(. + ^ + -^+...) 
+ I>a;>-1. 
Setzt man endlich a;= , , so entsteht die für jedes 
positive y gültige Gleichimg: 
49)Iog.(l+2,)=log.2,+21og.e(j:i^+3^ 

+ <»>2/>0. 
49 kann nur zur Berechnung der Logarithmen der auf- 
einanderfolgenden Zahlen dienen, wenn log^e bereits bekannt 
ist. Es erscheint am natürlichsten, h so zu wählen, dass logAe 
= 1 ist. Darin liegt der Grund dafür, dass die Logarithmen 
im System der Basis e (Ä;==e) natürliche Logarithmen ge- 
nannt werden. Zu ihrer Berechnung hat man die Gleichung: 

50) Z(l.f 2/) = Zj^+2(3^ + ^^j^ 

+ <»>y>0. 

Bricht man mit dem n*«" Gliede 5;r-ra'b, so 

ist der begangene Fehler/: 
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^~ l(an + l)(l+ay)»-+'"+ (2« + 3)(l+2y)»"+» "^■"7 

(2«+ij (!+%>*-+' l,^"i~»»+»(i+2y)»'f"8"+6(i+2y)* ''"■■7 
tioraus man leicht ableitet: 



lifier : 



2(2« + l)(l + 2j^)*«-»(y+y=) 

So ist für y^l, wenn man bis zum 6. Gliede^T-^jY rechnet, 

^2=0,693 147070, /<0,00ö 000 107, also bis auf 6 Decimalen 
genau: ^2 = 0,693147, 

Die Reihe 50 convergirt bo stark, dass, will man die 
Logarithmen bis auf 7 Decimalen genau berechnen, von y=100 

ab es genügt, ^ (1 +^) = '^+ rx ^ zu setzen. Unter Benutzung 
fc bekannten Gleichung log^JV^^- — r.loge^kann man die 

Logarithmen des Natürlichen Systems in die jedes anderen 

verwandeln, 

IIL Die Exponential-Reihe. 
Ist y^e^, so hat man y?"J^€F, also 

Rechnet man bis zum n^"^^ Gliede, so hat man für den be- 
gangenen Fehler /: 



x^ 



2.3. ,,n 

voraus ; 



/<[ri;T.(i+^+C-^)V...)=är£-.rrVl 

L „+ij 

Für a[!^l, n=p-f-l erhält man: 

CiTilU , Elemfi«te d*r Theorie fte. ^.g.^.^^^ g^ GoOglc 
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rV. Die cyclometrischen Reihen. 



Für y = arc tg x ist y^""^ = ( — Vy^^ 
demnach: 



2.3. 



^— sin(warctg^), 



(i+x'^y 



arctgfiü — Gr 



a;nH-l(l_^)». 



(-ly 



\,+^';r^}^^M(-+i)-^<^^gÄ) 



a;6 



+l>a;> — 1- 
Bringt man den Rest auf die Form: 

<-"-i7i^f?r V?|Üf ■ »n[(»+l)arc.gi] 
SO erkennt man leicht aus dem Umstände, dass innerhalb des 
Convergenz - Intervalls ^ f 17 -4" < ^ ^^^i ^^^ Verschwinden des- 
selben mit unendlich wachsendem n. Man hat also: 
52) axctga^=a.-5+^-^ + ^-^.... 

+ l>x>— 1. 
Um hieraus für die Berechnung der Zahl n möglichst 
praktische Reihen zu erhalten, benutze man die Relation 

arctgy + arctgy=arctgl ==^oder 4.arctgy — arctg ^ 

= arctgl = |-. 

Erste giebt: 

= 0, 463 647 693 
/< [0. 000 000 1 =19^] 

arctgY= 0, 463 647 6 oder 5 



3.33^^5.35 
= 0, 321 750 511 



11.31 



/< [0,00000004 =13^3] 

arctg~= 0, 321 750 5 

^ = 0, 785 398 
n =3, 141 59 
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IV. Die goniometrischen Reihen. 
Für y == sin a? ist ^Z'») = sin (x + ^) , woraus folgt : 

Die Convergenz-Bedingung ist hier: 

1.2...(2n — 1) ^ 1.2...(2n+l)' 

Für irgend ein n muss also a;<;V (2n-|-l)2n sein; d. h. 

die Reihe convergirt für jedes endliche cc; und da sin (Bijc -{- 'T ^ ^ ) 

für jedes a? und w einen endlichen Werth hat, so ist die Grenze 
des Restgliedes Null, demnach: 

53) smx=x^—^ + ^^^-^^-+-+... 

-|- oo > J^ > — Qc. 
Durch ganz ähnliche Schlüsse erhält man: 

54) cosa?=l-^ + -|^-H +... 

-|- oo>a2> — 00. 
Benutzt man diese Reihen zur Berechnung der sinus- und 
cosinus-Zahlen gegebener Bogen, bricht mit einem bestimmten 
Gliede ab, so ist der Fehler kleiner als das nächstfolgende 
Glied. 

Man erhält z. B. für iu=lo = ^= 0,017 453 29 

sin(10) = 0,017 45 241 
sin (1 ") = 0,00000 48481 37737 Q0239 
1" =0,00000 48481 37737 02128. 
Schreibt man 53 und 54: 

sin.=.Gr{l^^ + ^^-+...+(-l)%-XTWr)} 

WO Gr sich auf n bezieht (Gr 7i=cx)) und setzt a?= — , so 

entsteht: 

™(T)=7«-i{^--5-'+^-+-(-i)-ads+r,l 
«»K7)= «'i{^-T+^-+-.(-i)-^:s^I- 
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Die Klammerfaktoren rechter Hand lassen sich zerlegen. 
Da nämlich sin (—) verschwindet für z=+ — ^ +ir-? +t— ?••• 



cos 



und wenn wieder — = x gesetzt wird: 

55) sina? = x(l g-)(l^ ^)(l_^). 



2^ 



(2«-^iy^7r2 



•) 



56) 



cosa; 



= {,_if!)(,_i!|!)(,_|!|!) 



55 giebt für 3?=^^ den zuerst von Wallis angezeigten 

Ausdruck für n: ' 

n 2.2.4.4.6.6.8.8. 



57) 



2 



1.3.3.5.6.7.7.9... 



-.*) 



♦) Diese Gleichung lässt sich auch folgendermaassen ableiten. Wegen 
sin'^^^ X < sin'^^^ x < sin*» x ist : 

2 



oder auch, 
delt wird: 



/*3r /»Ä /»w 

,-r p" p" 

I sin'*^"^ a; cZsc < I sin**"*"^ jb da; < fsin"a:(^, 
i, wenn Isin**"^ 



giji«+2 ^ ^ einmal nach ^udv =«»—(■» (2u behan- 



r-f r-f r-f 

^ii-i|^ 1 8in~ « cio; <: Isin'*+^a5da;< Isin"« 
folgi 



I sin** X dx -< 

Hieraus aber folgt: 

"2 
I 8in"+^ X dx 




/: 

•^ A 



sin** X dx 




« 1.3.3.5.6.7. 



2 2.2.4.4.6.6. 



= 1. 



w = aD 



Digiti 



zedby Google 



69 

Nimmt man von beiden Seiten der Gleichung 55 den 
natürlichen Logarithmus, so entsteht: 

'--=^-+<i-S)+<i-Ä)+<i-A)+ 

oder, wenn alle Logarithmen rechter Hand mit Ausnahme des 
ersten in unendliche Reihen verwandelt werden: 

X^ 1 ^* 1 ^* 

Die Vertikal-Reihen sind convergent; ebenso die Horizon- 
tal-Eeihen für -(- tt > « > — tt ; addirt man letzte,*) führt zur 
Abkürzung ein: 



*) Dass es erlaubt ist, bei einer sogenannten Doppelreihe, wie sie oben 
vorkommt , vertikal statt horizontal zu addiren , wenn die vertikalen wie 
die horizontalen Reihen je für sich convergent sind, lässt sich leicht folgen- 
dermaassen zeigen. 

Ist die Summe aller Glieder der Doppelreihe: 

I II 



P +«0,1 +ao,2 ...+«0,n 

fu +02,1 +a2,2 ...+a2,n 



«0,n4-l 4'^0>»+2 -f-^0,n-}-3 4"* 
ai,n-i-l +«l,n+2 -}-«l,n+3 +• 
a2,n-j-l -|-«2,n-l-2 +a2,n4-3 +• 



i^^ +0«,1 +-««,,2 +•••+««,« 



+ 



CK«i,n4-l "4-«m,w+2 -(-a»»,n-}-3 -|"- 



|Hl,0+<Wl-i,l4-a^4.1^2+. . . +«m+l/ 
H2,0+(Wf2,i-|-a,„4.2,2+. . .+««1+2,1 



«m-l-l,n+l-|-«»»-l-l,w-l-2 +«»»+l,n-}-3 "j" • 
am4-2,n4-l+«TO+2,n-f 2+«OT+2,w4-3 -h • 



m 



IV 



S, die Summen der einzelnen Theile , wie sie im Tableau markirt sind, 
je I, n, ni und IV, so ist 

s -- m — IV = I + II, 5 ~ II — IV = I + III 

oder wenn 
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so ergiebt sich: 

Umx=lx-^x^ -^' x^-^p.x'^ 

2 4 6 

woraus endlich durch Differentiation nach x: 

59) ctg« = ^— a?Ctg2— a^^Ctgi— x^Ctg(^..... 

+ TT > a? > — ji. 
Verfährt man in gleicher Weise mit 56, logarithmirt also 
und differentiirt darauf, so entsteht: 

60) tga? = xT2+a?3T^+^5T^+ 

Y>'^>--2 

wenn : 

22n+Y 1 , 1 , 1 L ^ T 

Femer ist wegen: 
cosec X = ctg cc -f- tg -|- 

oder wenn man zur Abkürzung setzt: 

^ 2) 22^ '^ ^^2« = ^^ (^-J2^ — "22^ + -ßä^ ^ h " • ) = ^^^ 

63) coseca2 = [-XC82 -\-x^ Cs^ -{-x^ Cx^ -\- 

-[- TT > aj >- 7t. 

«0,0 -|- «0,1 -f- 0^0,2 -p- • • -f" «0,n -}- ^,n-hl -|- - . . ^ % 
«1,0 + «1,1 + «1,2 + . . . + «1,« -f- «i,tt+i -[-...= Sj 

«»»,0-|-«»»,l -|- ««»,2 -[-• • • -|- <^m,n -h ^B.B+l '{"■■■=*« 
«0,0 -|- «1,0 -f- «2,0 "h • • • "i" «TO,0 + «HA-hlj** -[--,. ^=i ^ 
«0,1 + «1,1 4" ^2,1 +. . . + ««»,1 + ^mi^Ul -]-,.. ^Si 

«0,n + «I,n + «2,n +• • • + «»»,w + ««i+l ,ii -f- ■ - - =^ Art 

gesetzt wird: 

s_ni-iv=so+«i + ■■•+«« 

Dieses aber giebt für m = w= oo 

''S = So+«i + ----=^ü+'Si + *^-j^ 
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Geht man dagegen zunächst von der Reihe 

%x 2x 2x 

1 «2^ 2««* 32«» 

cosec 02 = 



^ 1^4 1_^ 1^ -' 



2 " 22«2 - 32^2 

2»« 22 a; 2^x 



+ 
d. i. 



32 «2 52^2 



«2 ^ 32^2 ^ 523j2 



cosec a? =i: [- ( j — ) — ( ^ — ^ — r— ) 

+ (-J^ L_)_.. . 

' \3«--aj 3«-t-a;y 

US, SO entsteht durch Vertauschung des x mit x 4"y* 
1,1 1 1,1 

w I ' « 3« , 3« ' 5« , 

Y+a! y-a; ^+« "T"'^ -2- + '" 



5» 



oder wenn man setzt: 

ß.x 2^^^ f_l 1 1 . V 

65) secaj = Si+aj2S3-}-x*S^4-aj6 57+ 

Die Tangt.-Ctg.-Sec.-Cosec.-Coefficienten werden berechnet 
nach einer später mitgetheilten Methode. 

§. 13. Die Methode der unbestimmten Coäfficienten. Eine 
nach ganzen Potenzen von x geordnete Summe, wie aQ-{-a^x 
+••.+ ^^^ tann für eine unendliche Anzahl von Werthen 
der Variabein x nur dann verschwinden, wenn jeder der Coeffi- 
cienten a^, a^.,,an je für sich Null ist, weil jene Summe unter 
jeder anderen Annahme nur für eine endliche bestimmte 
Anzahl von sc- Werthen verschwindet. Eine nach ganzen Po- 
tenzen von X geordnete imendliche Reihe sei: 

a^ -|- a^ sc -f- «2 ^^ 4" • • • 4" ^n ^** 4" ^»-fi ^'^^ +• • • 
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Bricht man bei der Berechnung ihres Zahlwerthes mit dem 
Gliede a^^"^ ab, wo n immer so gewählt sein wird, dass von 
jener Stelle an die Glieder abnehmen, so ist der begangene 
Fehler/: . 

und zwar gilt das Zeichen <[, wenn ursprünglich einige Coeffi- 
cienten negativ waren, jetzt aber alle mit dem Zeichen -{- in 
Anrechnung gebracht werden. Da nur ac-Werthe in Frage 
kommen, für welche die Reihe convergent ist, so hat man 

fGr-^5^^±^=Gr^^^±^=^)< 1 

woraus für irgend ein endliches n: 

2:,^^^^ oder ^5=0^=. +<y 

folgt, jenachdem die Aimäherung an die Grenze durch allmäh- 
lige Zu- oder Abnahme — was im Allgemeinen beides der 
Fall sein kann — bewirkt wird. Alis letztem leitet man 
leicht ab: 

folglich ist 

und da n immer gross genug gewählt werden kann, dass 
f + ^ < 1 ist, 

/< 1_, '''^^'^•^ <1_ (,+())• 

Die Summe aller Glieder der Reihe ist also stets dar- 
stellbar durch 

1—71 

wenn & und tj positive echte Brüchg bedeuten. Soll demnach 
der Zahlwerth der Reihe für unendlich viele x verschwinden, 
so muss «Q = a^ =...= «„ = On^i = sein und da n* jede 
beliebige positive Ganzzahl sein kann, so erhält man den Satz : 
Eine nach ganzen Potenzen von x geordnete un- 
endliche Reihe kann nur für unendlich viele 
x-Werthe verschwinden, wenn jeder Coefficient 
für sich Null ist. 
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Hiervon ist die unmittelbare Folge, dass zwei nacli Po- 
't nSen von x geordnete unendliche Reihen nur für uneridlif:li 
>iele ac-Werthe gleich sein können: 

oder 

wMnn die Cuefficienten derselben Potenzen von x unter tin- 
ancler gleich sind: Uf^^b^^^ a, =6|, 03 = 62 — ^^ ];if^>it 
sich demnach eine Funktion nur auf eine Weist^ in 
HDe nach aufsteigenden Potenzen ihrer Varialn In 
geordnete unendliche Reihe verwandeln. 

Auf dae Vorhergehende basirt die folgende Methodr - 
i^og. Methode der unbeHtimmten Coefficienten — i\vv 
Keüenentwickelung gegebener Funktionen. Weiss man brrt its, 
iä&s sich eine Funktion f(x) in eine convergente Reilir wv- 
»mdeln lässt, so sucht man, von der Annahme f(ii)—^u 
T^iX-\-a^ x^ -^... ausgehend , für dieselbe Grösse /Awi 
hiien her zustellen , deren Coefficienten Funktionen von n^, 
«i-,. sind. Durch Gleichsetzung der Faktoren gleicher Pti- 

I tenzen vou x erhalt man dann meistens die zur Bestimnumj: 

f vona^, dj, . nöthigen Gleichungen. 

So läset sich, wie bekannt, e* für jedes endliche // in 

j m nach ganzen Potenzen von y, also auch e* in eine nacli 
ranzen Potenzen von x geordnete Reihe verwandeln; fol^lii.li 
hm man setzen: 

Dieses differentiirt giebt: 

e^e*=ai -|- Sa^ x + . . . + (n-{- 1) an+iaj*»«-}"- • • 

= a, -|- 2a^ x^4-. . .+ (n + 1) a„+icc«. . . 
»orauB man leicht oacb ausgeführter Multiplikation ableitet: 

1 /' j I ötn-2 , ön-3 • öt„— 4 i \ 

Für w = 0, 1, 2, S.-. giebt dieses: 
a^^aa=e (aus der anfänglichen Reihe für x=Q) 
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he 

. 5e 
52e . 

Man gewinnt also: 

In ähnlicher Weise findet man: 

2 , 3a;* 8a;5 3a;B 



psin a; 



= l + aj- 



I ^^2.3.4 2.3 4.5* 2.3.4.5.6*'^ 

e _l-j-X-|- ^ ^ ^^ -|_ ^^^ ^ ^__^_^ ,,, 

Aus 

folgt zunächst für a? = 0: «0 = 1.*) Vertauscht man — ^ mit 
-j-aj, so entsteht: 



== 1 — a^x -4^ «2 ^^ — «3 aj3 -|- . . . 



e-^— 1 

und wenn man die beiden letzten Gleichungen vüb einander 
subtrahirt : 

— aj=2aj aj-f-2a3 a?3 -(-2a5 0?^ +"- 
Es ist also: 

«1=-^— , a3 = a5 = a7 = ... = u, 

und zu bestimmen bleiben nur die Coefficienten «2^ '^4» o^e-*-» 
die man aus später hervortretenden Gründen am zweckmässig- 

sten in der Form giebt: ^,-^, 2Xik6'-J:zb+ -- -» 
so dass man hat: 

e«-l~ 2^2^ 2.3.4^ +^2. ..5^ ^^" 



*) Es ist nämlich 






^+i-+i:3+ 
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also auch: 



sc 



2 2^22 2 "'^ ^ 2^ 2...2n*** 



Nun ist aber: 



X X 

T T 



€« l ^ • ^ i^ iL ' 



X 



wird demnach in der Reihe für — - — der Coefficient vou «*" 

X 

mit Csn bezeichnet, so ist: 

^ ^^ 2...2n— ^ ^ 22~.2...2n ^' 
oder : 

t^ lässt sich folgendermaassen berechnen. Nach Maclaurin ist 
1 aj2«-i Ve^'+l/ 



e^ + l ••• 2...(2n-.l) daj^'^i ^'^•;^^j 



demnach : 

^ 2*».2...(2„-i) <fa^-» ;^^,j 

Wiederholte Differentiation zeigt, dass: 
'dr(-J—\ 

wird sein müssen, wo a^^ a<^...ar wie folgt zu betimmende 
Coefficienten sind. Es ist 

— ^ — = e-* — e-^ + e~^ — e-^ 4- ö"^'". . ., 
demnach : 

SO dass man erhält: 
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Or e"^ + a,_i c<'— 1)* -|- • • • 4" <* 1 ** 
— (e 4- l)H-i{— 1)' je-^— 2'- e-^'^ S'-e-a- — 4'-e-*" -|-. , . } 

Führt man jetzt (e* + 1)'+* nach dem binomischen Lehr- 
sätze aus und setzt darauf die Faktoren gleicher Fotettzeu von 
c* gleich, so entsteht: 

<V-i= (— !)•• {(r + 1) l-- - 2" } 

«.-3= (- ly {^^^i^=^h' - ^±^ 2' + (,. + 1) 3^ - 4^}etc. 

Die Coefficienten der im Produkt rechter Hand vorkommen- 
den Grössen e^, e-^^y e"-^% e-^.., sind von der Form: 

«-* = (- l)-^'{fcr- (r+ 1) (Ä;+ iy + -C+J*^ (Ä-f- 2)' 
_ (r+l).(.-l) (^_3^._j._ ±^il^(. + fe-l)- 

+ (r+l)(r-f-Ä;)-±(r-f-ft-|-iyf 

für Ä;=^0, 1, 2, 3... . Mehrfache Ausführungen nach dem bino- 
mischen Lehrsatz verwandeln successive die rechte Seite in 
Summen der mit ihren Vorzeichen abwechselnden Blnoima,!- 
Coefficienten: 1, - t, -^ü-, _ M=^p. +_..., ^or- 

aus a_fc = folgt. 

Für die 5-Grössen erhält man nunmehr: 

^ r 2n(2n-l)(2n-2) jg^^ _ 2n(2fi^l) ^^, ^ ^^ ^^^, ^ ^a^^H | 

woraus für w = 1, 2, 3... die sog. Bernoulli'schen Zahlen 
folgen : 

» — ^ R _ A R _4a867 

-^1~T -^9—66 -^17 — -79T 

D 1 D _ ß^l D _174fill 

R 1 R _ ^ R S^*^13 



42 13 7 --21 138 

1 p 3617 p 2 3636^ 

3Ö ^15—510 -^2 3— 2730 



o 1 15 3617 D 236364091 < 

^7=öö ^15=ßlö ^23= -^Täö^ ®*^* 
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Durch Vergleichung der bekannten Reihen für e*, sin« 
und cosa? gelangt man zu der die Potenz mit imaginairem 
Exponenten erklärenden Gleichung: 

-iHx irbix 

66) e = cosa? + i sin« und allgemeiner a =cop (bxl(a)) 
+ i sin (bx ^(a)). 

Darnach ist z. B. 

23»=cos(3Z2)4-i sin (3Z2) = co8(11908'34") +i sin (11908'34") 
=:_0,486734-|-i 0,873409. 

Aus 66 entsteht für a? = ^ : 

e =r cos — -}-* sm — = t 



d. i. 



woraus : 



2 



i ^ = li oder — -|- = ?Zi=Z(f*) 



folgt. 

Aus e**=cosa5-f-*8i^^^iide-»*=cosaj — isina? erhält man 
durch Division: 

^2t«_ ^ + ^tga; _ ctgx + i 
1 — i tg a: ctg X — i 

oder : 

lg 
Reihen ist denmach 



Unter Benutzung der vorhin für — u. s. w. gewonnenen 



tgx=.. .+ (-!)«»-> 2*- ^§==1^(1-2*-) a*-»+.. . 



ctga.^...+ (-l)*-i2»»^f^^a*-i+... 
was verglichen mit 58 bis 61 liefert: 



r^=2-(2--l)^§^, ct^ = 2-^^ 



oder: 



\ + ii + i+-.. = ?(2--l)-^"-' 



X*" 3** • 5"* ' 2 ^ ' 2.3...2W 
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72Ti'r^+^+ •••. — 71^22»»-^ 



-»2n-l 



2.3...2W 



Femer ist wegen cosec cc = ctg a? -[- tg y : 

C08eca?=...+(— 1)^-^2 g^^"^^ (1- 2^0 «»"-i-f . . . 
demnach: 

-B2n— 1 



Cs2n=2(2«»-i-.l) 



2.3. ..2n 



oder: 



o2n 



+ ;i^-4--=«*'(2^-'-l) 



2.3. ..2n' 



Differentiirt man die zuletzt für tgaj entwickelte Reihe 
und multiplicirt darauf mit cosa?, so entstellt: 

oder wenn die Reihen ausmultiplicirt werden: 
sec a!?=...-|- 



! 



_|_22n-f2 

+ 2^-2 
Es ist also: 



2X^^)(2^"-^^-l)(2«+l) 



B: 



2w— 1 



2. 3... 2» 



5, 



2»i— 3 



2.3...(2w — 2) 



(22n_i)(2n— 1) 

(22n-2_l)(2w— 3) 



2.3.4 



5C^. 



_ g2n+2(2gn+2_l) 2n + l 2^(2^-1) ^ 

*^^^— 2.3...(2n + 2) ^**+^ 1 2.3...2W ^ 



2n — 1 



.(2n + 2) 

22r»-2 (22'»-2 _ 1^ 



2.3... (2n- 
,2n-4^22n-4 l\ 



« 2»-3 
2) -^2'*-3 2.3.4 



2^-^(2'"-^ — IJ D 2yt — 5 . _ 

2.3. ..(2w — 4) ^"^2.3.4.5 6 ' 



woraus man durch Specialisirung 

erhält. Endlich ergieht sich noch 
1 1,1 



720 



etc. 



^2»-fl 3 2n4-l 1^ 52nH-l 



- + •••= -^2^^ ^^2«+! 
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§< 14. Bie Theorie der Krümmnngen, Evolnten und Evol- 
venten. Eine Linie vtivd in der Nähe eines ihrer Punkte desto 
mehr oder weniger Fig, 14, 

ptekrümmt genannt, 
je mehr oder weniger 
dieselbe von ihrer 
Tangente in dieaem 
Punkte nach und 
nach abweicht. Das 
Maass dieser Ab- 
weichung ist dem- 
nach auch dasMaaes 
der Krümmung. 
Hiernach muss sich 
eine überall gleich 
i&tärk gekrümmte Linie, z. B. die ÄE dadurch charakterisiren, 
daäs, trägt man von irgend einem Punkt derselben, z. B. von 
A aus eine beliebig gewählte Länge AB mehre Male ab: 
arcAB^^ü>vc BC=^Q>vc CD = arc DE =.,.^ zieht in A, B, C, 
D. . , die Tangente 1, 2, 3, 4. . ., je zwei aufeinander folgende der- 
selben den nämlichen Winkel einschliessen. Wird also der 
Winkel der beiden ersten Tangenten « genannt, so muss der 
Winkel der 3*°^ und 1^*«» Tangente 2«, der 4'«'^ und 1«*«° Tan- 
gente 3« u. s. w. sein, muss demnach in diesem Falle gleicher 
Krümmung das Verhältniss zwischen dem Winkel 
5^weier Tangenten und der Länge des von den Be- 
rührungspunkten begrenzten Curvenpunktes: 

_«_ ^ 3ß jto^ Fi?« lö- 

AB' AC AD ' AE 



denselben Werth, hier^,haben. 

I»ieses findet z. B. bei einem Kreise 
statt: 

tX €t 1 

r 



are AB tcl 
weshalb der Kreis eine Linie überall 
gleich atarkör Krümmung ist. 
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Denkt man sich zwei Kreise der Halbmesser r und R so 
gezogen, dass sie in einem Punkte p- eine gemeinschaftliche 
Fig. 16. Tangente haben, trägt auf beiden 

Jt ^m Kreisen dieselbe beliebig ge- 
wählte Bogenlänge ab, arc pg=arc 




\^^ pQ^ so wird das Verhältniss zwischen 
den allmähligen Abweichungen dieser 
Bögen von jener gemeinschaftlichen 
Tangente zusammenfallen mit dem 
Verhältniss der Winkel T und t^ die 
von dem in q^ und Q gezogenen Tan- 
genten mit der gemeinsamen Tangente 

eingeschlossen werden. Da nun t = ?^^3 ^ y =: ^M ist, so hat man : 



R 



t 
~f'' 



1^ 

R 
r 



woraus hervorgeht, dass sich die Krümmungen zweier 
Kreise wie die reciproken Werthe ihrer Halbmesser 
verhalten, dass demnach das Maass der Krümmung 
eines Kreises das Reciproke seines Radius ist, 
wenn man hierbei als Maasseinheit die Krümmung 
eines Kreises vom Halbmesser=l nimmt. 

Angenommen nun, ein Theil 
einer Curve der Gleichung y = 
f(x), z.B. PQ=Js (Fig.. 17) 
sei ein vollkommener Kreis- 
bogen; zieht man alsdann in 
P und Q oder in irgend zwei 
anderen Punkten der PQ Tan- 
genten, zu diesen in ihren Be- 
rührimgspunkten Normalen, so 
schneiden sich letztere imMittel- 
punktilf des betreffendenKreises 
vom Halbmesser MP= MQ=q 
"«? und — = — ist das Maass der 

Krümmung der Curve y ==f(pc) in der Ausdehnung von P bis 
Q. Die Voraussetzung aber, ein Theil einer Ci^ve sei voll- 
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kommen ein Kreisbogen, wird nur in sehr wenigen Fällen ein- 
treffen; im Allgemeinen werden die ELrümmungsverhältnisse in 
jedem anderen Punkte andere sein ; die Auffassung eines Stückes 
PQ als Kreisbogen kann demnach nur zu annäherungsweise 
richtigen Resultaten führen, die allerdings der Wahrheit desto 
näher liegen, je kleiner das in Betracht gezogene Curvenstück 
PQ ist. Genau genommen wird der Kreis mit der Curve nur 
in einem Punkte, P, vollkommen zusammenfallen; Ja wie Jt 
aber nehmen gleichzeitig mit Jx ab und verschwinden damit; 
folglich ist das Maass der Krümmung der Curve y=^f{x) im 
Punkte P: 



Jt 


t^ 


dt 

dx 


Jx 


~ s^ ~ 


ds ' 
dx 



In den Coordinaten x und y ausgedrückt erhält man für 
in 

wegen : 



üiesen Grenzwerth, der kurzweg mit — bezeichnet werden möge, 



d^ 



^ = +V.+(*)'-.fe 



■+{£)" 



dx 

67) 1=+ ^—3, o^+y±i±ll. 

Dieses letztere q wird der Krümmungshalbmesser 
der Curve für den Punkt a;, y genannt, weil die Krümmung 
der Curve in diesem Punkte dieselbe ist wie die eines Kreises 
vom Radius q. 

So erhält man z. B. aus der Gleichung y^ = 2px durch 

zweimalige Differentiation -^ = —, -y\= — -*; der Krüm- 

^ dx y^ dx^ y3 ' 

mungshalbmesser einer gemeinen Parabel des Parameters p 

im Punkte a?, y ist also ^ = 4! ^^^"^^ ^ ; im Punkte x^=:2p, 

• y = 2p, wenn nur der absolute Werth genommen wird, folglich 
!9 = 51/5.|>. 

I Grelle, Elemente der Theorie etc. % r^ T 
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^s und Jt können sowohl positiv wie negativ sein. Bei 
einer Lage der Cnrve wie in Fig. 17 ist Js positiv, dagegen Jt 

negativ, indem die Tan- 
^^*8r» 18. genteinQ mit der a?- Achse 

einen kleineren Winkel 
{t'\'Jt genannt ) ein- 
schiiesst, als die in P; 
dagegen sind bei Ver- 
hältnissen, wie Fig. 18 
sie andeutet, Js und Jt 
gleichzeitig positiv. Im 
ersten Fall, in welchem 
die Curve der cc-Achse 
ihre concave Seite zukehrt, 
ist also Q negativ; im 
zweiten einer convexen 
Lage dagegen positiv. 
Wenn also nur die absoluten Werthe des Krümmungshalb- 
messers in Frage kommen, so muss man bei concaver Lage 

('+(*)')',. , Miiry 

, bei convexer dagegen ^ = -|-' 




Q=- 









setzen. Dieses berücksichtigend erhält man für die Coordinaten 
AN^^Uj NM = ß des Mittelpunktes itf des sogenannten Krüm- 
mungskreises im ersten Fall: 

tg< 

a — X^QCOS(90^—t) = QSmt = Qyj~^^ 



dy 
dx 



^\dx) dy 



V'+(4)' 



d^y 
dx^ 



dx 



-ß=Q sin (90*— = 9 cos t = gy=^^^ 



= ? 



im zweiten Falle: 



V^{ 



dx) 



'+(&■ 



d^y 
dx^~ 
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'+©■ 



dy 



/?~2/ = (' sin (900-0 = + —^^^ 






!Es ist demnach stets: 



68) 



a = aj- 



■+©' ., „_ , ■+©' 



d5|y (£« ' 
da;« 



/^=y- 



da;» 



Hieraus erhält man für die Parahel y'^^^px: 
für die ElHpse ^'+ 11 = 1 : 



a;3 e' ^ y^ e^ 






,i 



wenn a^ —h^ = e^^ E= — 

Haben die Curven (Fig. 19) der Gleichungen y =/(a') und 
y=jF(a?) einenPunktPderAbscisse sc 1= -45 gemeinsam, so muss 

/(^i) == ^(^i) sein. 
Die Ordinaten zweier 
Punkte Q und Q^ der 
Abscisse x^ -^h^AC) 
sind /(a?i4-Ä) ^^ 
F(pe^ -f- K)-, ihr Unter- 
schied ^==/(a?^+A) 

i<l[aj 1 + Ä). Willman 

mit Hülfe dieser 
Grösse J prüfen, wie 
sehr die Linien ia 
unmittelbarer Nähe des Punktes x^ sich aneinander schliessen, 
so muss man den Zahlwerth von J für beliebig kleine 
h in Frage ziehen. Unter Benutzung des Taylor'schen Satzes 
lässt sich, die Restglieder kurzweg mit R und R^ bezeichnend, 
^ in der Form geben: 
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J= h (f'(x,}- Fix,)) + ^ if"{x,)- F"Sx,)) 

+ ^-^{f"'{x,)-F"(x,))^-...+ R-E,. 

Je nachdem also die Gleichungen zweier Curven der Art 
sind, dass ihre ersten, oder zwei, oder drei... ersten Abgeleiteten 
für a?=a?i gleichwerthig ausgefallen ist, hat man: 



oder : 



oder : 



Z/o = 



z/.= 



^1273 + ^2 



Ä* 



2.3.4 



^32X4"+- 



. . u. s. w. 



Da nun offenbar unter der nothwendigen Voraussetzung 
beliebig kleiner ä: z/>z/i>^2>^3 >••• ^^*» ^^ ^^^i 
dass sich zwei Curven in unmittelbarer Nähe eines gemein- 
samen Punktes a?j desto enger an einander scUiessen, je mehr 
der aufeinander folgenden Abgeleiteten ihrer Funktionen für 
x = x^ untereinander gleich sind. Sind die («+1)«*®'* Ab- 
geleiteten die ersten ungleichen, so sagt man: die Berührung 
sei vom w*«° Grade. Es findet also eine Berührung ersten 
Grades statt, wenn die Curven im gemeinsamen Punkte eine 
gemeinschaftUche Tangente, eine Berührung zweiten Grades, 
wenn sie ausserdem gleichen Krümmungshalbmesser haben. 
Z. B. für 

j?r \ ^^ 7 . , «3 , , 31 28 

y = F{x) = — --x^ + ~^2x^J^-x-^^ 

ist:/(2) = 12, /(2) = 5, /'(2) = 2, /"(2) = 12, /^(2) = 51 
1(2) = 12, F'{2) = b, F'(2) = 2, F"(2) = 12, F^(2) = n 
Die Curven obiger Gleichungen berühren sich also im 3*®"^ 
Grade. — Je nachdem J mit h das Zeichen Xvechselt oder^ 
nicht wechselt, wird offenbar die Berührung von gleicli 
zeitigem Durchschneiden der Curven im gemeinsamen Punkt 
begleitet sein oder nicht. Vorstehende Werthe von zf, z/,, ^2^ 
z/g... zeigen sofort, dass bei einer Berührung 2'«°, 4*«°, 6*o°... 

*) ^ly ßu Yi'-' bedeuten die eventuellen Werthe der Differenzen der 
zweiten, dritten . . . Abgeleiteten. 
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2^»en Grades gleichzeitiges Durchschneiden statt findet, 'dagegen 
nicht bei einef Berührung ungerader Ordnung. — 

Gegeben sei die beliebige Ourve y=f{x) und der Kreis 
(a? — a)^+(y — /^)^=(>^5 ^s sollen die Constanten «, ß und q 
so ermittelt wird, dass sich der Kreis in unmittelbarster Nähe 
eines Punktes x = x^ so innig wie nur möglich der Curve an- 
schmiegt. Zur Bestimmung dreier Unbekannter bedarf man 
dreier Gleichungen; es findet nach vorgehenden Erörterungen 

die Aufgabe dadurch ihre Lösung, dass man y, -~- -j\ aus 

der Kreisgleichung berechnet, für x=x^ bez. gleich f{x^)^ 

/'(^i)» /"(a?i) setzt. Versteht man also unter y^, -^, — ^ 

bez. fi^i), f(^i)y f'i^i)^ so erfolgen die gesuchten Werthe 
von «, ß und q aus den Gleichungen: 

i+(..-/»)5f+(t^y=o. 

Die Auflösimg giebt aber genau die Werthe von «, ß und 
Q in 67 und 68; damit ist bewiesen: 

Es giebt nur einen ganz bestimmten Kreis, 
welcher eine Curve im zweiten Grade berührt; 
dieser sogenannte Oskulationskreis schmiegt sich 
in unmittelbarer Nähe des Berührungspunktes der 
Curve inniger an, als jeder andere Kreis; dieser 
Oskulationskreis ist gleichzeitig der früher be- 
traclitete Krümmungskreis. Ein vom Punkt x, y 
aus gerechnetes Stück der Curve kann man also um 
so mehr als einen Kreisbogen vom Halbmesser q 
ansehen, je kleiner das Curvenstück ist. 

Hierauf basirt die Ersetzung der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes in einer bestimmten Curve durch die weit 
leichter ausführende Bewegung in einer Kreislinie, vorausgesetzt, 
dass es sich nur um kleine Bahnlängen handelt (z. B. Schwung- 
kugel - Regulator), 

Sieht man x und y als abhängig von einer dritten Varia- 
bein ^ an, so lauten die zur Bestimmung von «, ß und q 
nöthigen Gleichungen: 
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(— «)^+(s/-/?)l==o V 

woraus sich: 

— _\ dt^ ~dt _ . {d8)^dy 

c2^ dt^ dt dt^ 



ß=y' 



dx^ + dy^ dx 

di^ W _ {d8)^dx 



dy d^x dx d^y ^ dy d'^ x -- dx d'^y 
~dt ~di^ W lü^ 
fdx^ + dy^\i 



\ dt^ ) 



f ... \. "^ ./ .... = + 



{dsY 



dy d^x dx d^y —dyd^x — dxd'^y 

"dt ~dP' ~dt df^ 

ergiebt. 

Hieraus erhält man für die Cykloide | )^ L 

'' I y = r (1 — cos t) 

a=r((+sin<),/S-| r(l— cos«),^=2rV2(l— co8 0=2.Nonnale; 

aj=(Ä-|-r) cos-j^— -rcos-^ — t 



y = {R-\-r) sm^— rsin— g-i 



für die Epicykloide 

{(Ä + r)cös5+.rcos^±^^ j 
{(i2 + r) sinj + rsin^±^^} 




JB+2r 



Wird die Curve auf ein polares System bezogen, dessen 
Pol mit dem Anfang A^ dessen Achse mit der sc- Achse der 
rechtwinkligen Coordinaten zusammenfällt (Fig. 17 u. 18), so ist, 
-wenn die gegebenen Polar - Coordinaten des Curvenpunktes P 
mit r und 9), die gesuchten Polar- Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunktes mit R und (p bezeichnet werben: 

a;=r cosy, y = r siny, x*^ '\-y'^^=^r'^ 
a=JBcos(D, /?=i?8ina), «2 +/92 = jB2. 
5& alB unabhängige Variabele betrachtet, erhält man: 

dx . • I dr 
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dv , , . dr 

a^ = - *• «"1 ? + 2 cos 9> -5^ 4- sin 9 5;^ 
Die letzten Ausdrücke für a, ß und ^ geben demnach: 

/dr\^ I , <i»r . , . dr , . /dr\* 

^ — rcOByt^) +r^c08y^4-r»Biny^4-Siny(^) 

/dr\^ , - . d^r « dr tdr\^ 



(-' + (g)')' 



woraus ; 



I berechnet sich aus ^^ + (^ — <D) also: 

sin 9 /? 

tg^^4^ t gy-tg^ I co8y~ g 

. ■* -l + tg9tg* -^ I ainy /? 

' cos 9 cc 



^^ l'^Wläy 



ri 



d» r /dr\ä 



7»* , 

Damach erhält mau für die Lemniskate r^ = a^ cos 2y : 
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für die logarithinische Spirale r = me^ : 

Die Evoluten und Evolventen. Eliminirt man aus 
einer gegebenen Curvengleichung und den für diese eingerich- 
teten Werthen 68 x und y^ so erhält man eine Gleichung 
zwischen den Coordinaten a und ß des Krünamungsmittelpunktes 
irgend eines Punktes der gegebenen Curve. Diese Gleichung 
bestimmt eine neue Linie, welche die Evolute der gegebenen 
Curve heisst, während diese selbst nunmehr Evolvente ge- 
nannt wird. 

Für die Parabel y^=2px ist a3 = 5^^^, y=(^ßP^)^ '^ 
also die Gleichung ihrer Evolute: 

^_ 8 (a->p)3 ^ 
P — 27 p ' 

für die ElHpse ^ + ^ = 1 ist x = {^)K y = {-P-^)K'also 
die Gleichung der Evolute: 

für die gemeine Cykloide x — r(t — sin <), y=r{l— cos t) ist : 

ß=z^r (1 — costy 

Wenn demnach in Fig. 10 AA^ =r7r, A^F=^ 2r, -42^i=2r, 
.42^2 II ^C*, CP^ = CP ist, so muss 

AB^{a) = r(t + smt) 

A^B^ =rn — rt — rsin^ 

^42^2 =rn — r<=arcC2Pi 
sein. Die Evolute der APF ist also wieder eine ihrer Evol- 
vente congruente Cykloide, die der Punkt A^ beschreibt, wenn 
ein die A^C^ in A^ berührender Kreis von Radius r nach 
links hin auf der A^C^ fortrollt. 

Für die logarithmische Spirale r = we^ ist R=^r^ <f=z0 — ~^ 

die Polargleichung der Evolute also: 

B = me ^ = — .e 



«2 
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Diese Curve ist also eben- 
liiHfi eine logarithmische Spi- 
mle. — Sind P und p (Fig. 20) 
zwei correspondirende Punkte 
von Evolute und Evolvente, 
Pp^Q also der Krtmunüngs- 
klbmesaer der Evolvente im 

dx 



Tlg. 20. 



Punkte x^ y^ so ist tg i^ — 



dy' 



AndrerseitB erhält man für die 
trigonometrische Tangente des 
Wiakels der geo. Taugente an 
tlie Evolute im Ptinkte P mit 
der a^ Achse au8 68 : 




^ 









— ^y+^Q*) _ _ ^ 

dy 



dix- 



'+©"4 -(£)■-£-<'« 



d^ 



dx\ 



wrjtnit bewiesen ist: dass der Krümmungshalbmesser 
gleichzeitig senkrecht zur Evolvente und tangen- 
tial zur Evolute liegt. 
Ferner hat man aus 68 : 

£=^f^ ^^^^ iy — ß) dy'\'(x — a) dx = 
4a auch veegen 69 : 

^ iy — ß) da — (x — a) dß = Oj 

10 dass sich die durch Differentiation nach x aus 

aJ^^gpleitete Gleichurig: 

(x — a) dx — i'^— «) da + (y — ß)^y — (y — ß)4ß'==^Q^Q 
^ucirt* auf; 
rl) {x — a)da'\-(y — ß) dß= — q dQ. 



') Der Einfaclili€it halber iat 



d^ 
dx^ 



= Q gesetzt. 
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Bildet man endlich die Summe der Quadrate von 70 und 
71, so entsteht 
72) (da)2 + (d/?)2 = (d^)2. 

Die Länge a des Bogens der Evolute von irgend einem 
Punkte uq ß^^ dem der Krümmungshalbmesser q^ entsprechen 
möge, bis zum Punkte a ß (q) ist aber: 

a 



-±!V^t)'-^-' 



«0 

folglich hat man wegen 72: 

9 



'■±j^Q = ±iQ'-Qo)' 



Ebenso muss (Tj= + (^j — p^) die Länge der Evolute 
vom Punkte a^ ßQ (qq) bis zum Punkte a^ ß^ (q^) sein; es ist 
demnach 

(Ti — (T=±((»i — p) 

d. h. die Differenz zweier Krümmungshalbmesser 
ist gleich dem von ihren Endpunkten begrenzten 
Stück der Evolute. 

Hieraus ist zu ,schliessen, dass der Endpunkt eines voll- 
kommen biegsamen, unausdehnbaren Fadens, welcher auf die 
Evolute gewickelt ist, ihre Evolvente beschreiben muss, wenn 
der Faden, stets in gleichem Maasse und in Richtimg der Tan- 
gente angezogen, von der Evolute abgewickelt wird. 

Auf diesen Satz stützen sich die Vorrichtungen, welche 
bewirken sollen, dass der Endpunkt eines Pendels in einer be- 
stimmten Curve schwingt. Soll diese z. B. die Cycloide (Fig. 21) 
ABC sein, so bringt man zwei feste Backen APaPC^AB 
an, nimmt P als Aufhängepunkt, PB als Pendellänge. — Zur 
Bestimmung der Evolvente aus der gegebenen Evolute ß=f(a) 
muss man ausser letzteren noch zwei andere Gleichungen 
zwischen «, /?, x und y haben, um a und ß eliminiren zu 
können. Als diese nimmt man am zweckmässigsten 70 und 71, 
nachdem sie durch Elimination von x — a oder y — ß zunächst 
auf die Form gebracht sind: 

«0\ df^ XI ^ß 

73) a — X = q-^, ß — y = Q-^. 
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Der Gang der Rechnung ist alsdann folgender: nachdem 
der aus der gegebenen Evoluten - Gleichung für -^ berechnete 

Werth in (s. 72) (>= j l/l -[- (^) da-^-C eingesetzt ist, be- 
stimmt man q durch Ausführung der Integration. Damit hat 
man gleichzeitig -^ und -^ und ist nunmehr die Elimination 

von a und ß aus 73 und ß=f(a) zu beschicken. 

Die angedeutete Rechnung erfordert also eine unbestimmte 
Integration, wodurch eine willkürliche Constante, C, in die 
resultirende Evolventen-Gleichung eingeführt wird. Dieser Um- 
stand beweist, dass derselben Evolute unendlich viele Evol- 
venten zukommen, eine Bemerkung, die schon gemacht werden, 
konnte, als die Entstehung der Evolvente aus der Evolute 
durch Abwickelung eines Fadens bewiesen wurde; denn es be- 
schreibt offenbar jeder Pimkt des Fadens eine Evolvente. Diese 
unendlich vielen Evolventen derselben Evolute sind natürUch 
Curven gleicher Art: Parabeln, Cykloiden etc.; die Differenzen 
der Abschnitte, welche irgend zwei Individuen dieser Curven- 
Gruppe auf den Tangenten der Evolute machen, sind unter- 
eiuander gleich, weshalb man die betreffenden Evolventen 
parallele Linien nennt. 

Aufgabe. Die Gleichung der Evolventen des Kreises 
a2-}-^2_j22 2u bestimmen. 
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Flg, 22. 




In diesem Falle kann man q unmittelbar, ohne Integration*), 
bestimmen, indem für jeden Punkt «, ß ist: (> = 5i^== arc 52) 



Ä arc cos ^ 4- C^ j 

I R * dg 

^ , woraus -~ 
[Äarcsin|- + C '*'' 



dg 



R 



yR^^a^' d§ ^yRiL^ß^ 



Die gesuchte Kreis-Evolventen-Gleichung erfolgt demnach 
durch Elimination von « und ß aus : 



R 



a = x — (JS arc cos ^ -|- C) 

^ = y+(Äarcsin|- + C)3^^^^ 



«2 ^^2=^2. 



*) Diese würde wegen J- =» — -^ (aus der gegebenen Evoluten - Glei- 



chung) liefern: 



^== 



(-/!/.+;>=-«/-,=_« 



|+jVi+f-;^=+i.j^A==+* 



arc sin ^ + c 
arc sm ^ + c. 



, wo die 



Integrations Constanten c und C| zu entnehmen sind aus : 

(7= — JB arc sin (1) + c ; 0= Ä arc sin (0) + c/ d. i. c = C+ R arc sin (1) ; 

c^ =C — JSarcsin(0). Die Einführung dieser Werthe in q giebt Obiges. 
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Die Rechnung macht sich einfacher durch Uebergang zu 
Polar- Coordinaten nach vorheriger Einführung des Winkels 
BAX^=i\fj. Man nat nämlich : 

sm v/ = ^ = -—^ , t// = arc sm -^ 

cosv/ = g- = -^^ — ^ — , t^ = arccos^, 
welche Werthe, in letztes System eingesetzt, geben: 
a?=i?cost//4"(^V'+.QsiiiV' 

woraus man: 
und darauf: 

^=^^'-Ä — Ä 

erhält und endlich wegen: 

BF l/r2 ~JB2 
^Sw = -^ = — Ä ^ 9 = 1// — co: 



y = tg w — w — -^ 



oder: 



9^ = ^— B arctgi^^ — .. 



Für diejenige der Evolventen, welche in D beginnt, ist DE-=. C 
(eine willkürliche Constante) gleich Null. 

§. 15. Maximum und Miniirnini . Durchläuft die Variable 
X einer Funktion f(x) in stetiger Weise irgend ein Intervall, 
so wird der Werth der Funktion entweder nur zunehmen 
(z. B. 1/^2 pa?), oder nur abnehmen (z. B. '[/a^ — a?^), oder ab- 
wechselnd anwachsen und abnehmen. Bei solcher Aenderung 
heisst der Werth der Funktion, welcher grösser ist als 
die unmittelbar vorhergehenden und folgenden, 
ein Maximum, welcher kleiner ist als die unmittelbar vor- 
hergehenden und folgenden, ein Minimum. Hat also eine 
Funktion zwischen zwei Grenzen nur ein Maximum bez. Mini- 
mum, so wird dieser Werth, zunächst nur der relativ grosseste 
bez. kleinste, innerhalb jener Grenzen auch der absalut 
grosseste bez. kleinste sein. 
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Nach obiger Erklärung wird ein gewisses x die Funktion 
f{x) zu einem Maximum bez. Minimum mac^^en, wenn /(a;-f- A) 
—/(«), unabhängig vom Vorzeichen und beliebiger 
Kleimheit des ä, entweder negativ oder positiv ausfällt. 
Nach Taylor's Satz ist aber: 

/(^ + Ä)-/(a>) = A/'(«;) + ^/V) + ^/» 

Da nur sehr kleine Werthe von A in Frage kommen, so 
fällt das Vorzeichen der Differenz ^=/(a;-f-Ä) — f{^) i^it dem 
von hf\x) zusammen (vergl. §.10 Vorbemerkung) ; folglich 
kann das Vorzeichen von J nur unabhängig sein von dem des A, 
wenn /'(«) = ist. Dieses ist die erste Bedingimg, welche 
von einem aj-Werth, der die gegebene Funktion- zu einem 
Maximum bez. Minimum machen soll, erfüllt werden muss. 
Geometrisch heisst dieses: Die Tangente an die Curve ^=/(jr) 
in einem Punkte, dessen Ordinate ein Maximum bez. Minimum 
ist, läuft der aj- Achse parallel. f'{x) = vorausgesetzt, er- 
scheint J nunmehr in der Form: 

welche sogleich zeigt, dass das Vorzeichen von J jetzt mit 

dem von -- f"{x) übereinstimmt. Das Vorzeichen dieser Grösse 

ist von dem des h unabhängig; je nachdem also/"(a?) für 
die Wurzel der Gleichung /'(a?) = negativ oder 
positiv ausfällt, wird f(x) für jene Wurzel ein 
Maximum oder Minimum sein. Ist/"(a5) = 0, sohatman: 

woraus durch Schlüsse, den vorigen analog, leicht zu erkennen 
ist, dass jetzt ein Maximum bez. Minimum nur zu Stande 
kommen kann, wenn auch /"'(a?) = und dass unter dieser 
Bedingung der erste bez. zweite Fall eintritt, je nachdem 

f^{x) ^ ist. Unter der Annahme f^{x) = die obigen 

Schlüsse fortsetzend, gelangt man zu dieser Regel: 

Zur Berechnung der a?-Werthe, für welche /(a?) 
zu einem Maximum bez. Minimum wird, löse man 
die Gleichung /'(aj) = auf und setze die erhaltenen 
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Wurzeln in die folgenden Abgeleiteten von/(a?) ein. 
Ist/«(a?) die erste dieser Grössen, welche für die 
Wurzeln nicht verschwindet und n eine ungerade 
Zahl, so giebt es weder Maximum noch Minimum, 
während für ein gerades n ein Maximum oder Mini- 
mum eintritt, jenachdem /»»(a?) negativ oder positiv 
ausfällt. 

In dieser Regel hat ein Fall nicht erwähnt werden können. 
Bildet nämlich die Curve der Gleichung y =f(x) in einem 
Punkt eine sogenannte Spitze der Art, dass die Tangente in 
diesem Punkte zur a?- Achse senkrecht steht, so wird, wovon 
man sich durch eine geometrische Betrachtung leicht überzeugt, 
die Ordinate dieses Punktes entweder ein Maximum oder Mini- 
mum sein. 

In diesem Falle ist f^{x) nicht 0, sondern oo. Es ist 
naturgemäss, dass die vorhin angegebene, aus Taylor' s Satz 
abgeleitete Regel jene Ausnahme nicht anführen konnte. Denn, 
wie man weiss, ist die Gültigkeit der Taylor'schen Formel an 
die Bedingung geknüpft, dass f(x) und aUe ihre Abgeleiteten 
endliche und stetige Funktionen sind; der vorhin benutzte 
Werth der Differenz J stellt diesen für eine sogenannte Spitze 
also überall nicht dar. 

Zu bemerken ist noch, dass f'(x) = oo nicht unbedingt zu 
einem Maximum oder Minimum führt, was durch geometrische 
Betrachtungen leicht erkannt wird. . 

Aufgaben. 

1) Für y = a?4 — 8a?3 4-22aj2 — 24aj-fl2 

ist: -^ = 4cc3 — 24a?2 4-44a?— 24. 

dx ' : 

Die erste Abgeleitete wird zu Null für a3=l, 2, 3. Die 
Vorzeichen der zweiten Abgeleiteten zeigen, dass y ist ein 
Minimum für aj = l, ein Maximum für a? = 2, ein Minimum 
für x=d. — 

2) y = x^ — 6x^ + 6x^ + 1, 

Die erste Abgeleitete verschwindet für a3=:0, 0, 1, 3. Die 
beiden ersten Werthe geben weder Maximum noch Minimum; 
1 ein Maximum, 3 ein Minimum. 



3) y = 



X 



1 + x 
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x = -\-\ giebt ein Maximum, x = — 1 ein Minimum. 

x = — 2 giebt ein Maximum; x = ein Minimum; x = — 3 
weder Maximum noch Minimum. 



5) y 



(x+l)^ 

dmum 
Minimum' 



, . , , 1 Maximum , • n/r- • k • 

aj = — 1 giebt i M;r.;^„^» a? = 1 em Minimum; a? = 5 em 

Maximum. 

6) Ein oben offenes Gefäss von der Form eines geraden 
Cylinders, welches den Inhalt k^ fassen soll, ist mit geringstem 
Material-Aufwand zu construiren. . 

Den Radius der Basis = x gesetzt, ist die Höhe = -^— , 
also die in Frage kommende Oberfläche = cc^ tt -f- 2 — . Diese 

k 

wird ein Minimum für « = -3—, d. i. für Radius = Höhe. 

7) Die kürzeste Entfernung des Punktes x^ y^ von der 
Geraden y = ax-^b zu suchen. Antwort: das vom Punkte 
gegen die Gerade gefällte Loth. 

8) Aus einem gegebenen Kreiskegel den grossesten geraden 
Cylinder zu schneiden. 

9) Aus zwei gegebenen Seiten das grosseste Dreieck zu 
construiren. (Das rechtwinklige.) 

10) Ein Körper vom Gewicht P wird auf einer Horizontal; 
Ebene fortgezogen mit einer Kraft ff, die mit der Horizontalen 
den Winkel « einschliesst. Bei welchem Winkel « wird K ein 
Minimum? 

Ist / der Reibungs-Coefficient, so muss sein : 
f(P — K sin a) = Kcosa 
woraus als Lösung: tga=/. 

1 1) Mit welchem Radius muss ein Kreisbogen von gegebener 
Länge = 21 geschlagen werden, wenn das zugehörige Segment 
ein Maximum werden soll. 

Radius i=a? gesetzt ist das Segment: 

Ix — a?-* sin — cos — . 

X X 

Die Lösung folgt aus; 
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cos — ( Zcos -a? sin — ) = 

X \ X xj 



mit: — = ^(giebt Maximum), — = (giebt Minimum). 

12) Den Punkt der Centralen zweier Kugeln der Halbmesser 

R und r zu bestimmen, von welchem aus am meisten von den 

beiden Kugeln gesehen werden kann. Die Entfernung dieses 

i 
Punktes vom Mittelpunkt der Kugel r ist = — «^ — «- , wenn a 

r^ + B^ 

die Entfernung der beiden Mittelpimkte ist. 

13) Einer Kugel den grossesten geraden Kegel einzu- 
schreiben. 

14) Auf einer vertikalen Stange befindet sich ein verschieb- 
barer leuchtender Körper. In welcher Stellung wird derselbe 
einen in der horizontalen Ebene gegebenen Körper k der Ent- 
fernung e vom Fusspunkt der Stange am stärksten beleuchten? 

Nennt man den Winkel des Lichtstrahles mit dem Horizont 
a?, die Intensität der Beleuchtung des k durch eine in der Ent- 
fernung 1 vertikal darüber befindliche, der gegebenen gleiche 
Lichtquelle i, so ist die Stärke der Beleuchtung, welche ein 

Maximum werden soll: i ^^^^^^ — ^, woraus als Lösung tgx 

15) "Wie gross muss man die Standlinie nehmen, damit der 
Einfluss des Fehlers, der bei einer zum Zwecke der Bestim- 
mung einer Höhe A angestellten Beobachtung • begangen ist, 
ein Minimum wird? 

Ist die Standlinie = a?, der Beobachtungsfehler =^,vSO 
ist der Einfluss des letzteren auf die herausgerechnete Höhe 

xh-{-x^tgJ 7 
X — htgj ' 

woraus als Lösung x = h— — i--, folglich, da J sehr klein, 

annäherungsweise x = h folgt. 

16) Zwei gegebene Punkte P und Q (Fig. 23) mit einem 
Ptmkt R der gegebenen Linie LM so zu verbinden, dass PR 
-4-7?Q ein Minimum wird. 

Für APr=.a, AQ=h, AB=x, BR=y=f{x), PR=d, 
QK=^d^ lautet die Bedingung des Minimums: 

Grelle, Elemente der Theorie 6tc. ^^^^^ byGoOglc 
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Fig. 23. 




A P 

fix) f{xy±x-- a 



Ä^m^j- 



Q 



:0 



d ^ d^ 

d. h. L CRP=-- L DRQ, wenn CD Tangenfe ^ LM m R ist. 
17) Zwei parallele Gerade G und G^ werden von einer 
dritten Geraden G^ in den Punkten p und p^ {pp^ ==2a) ge- 
schnitten. Durch eiuen gegebenen »Punkt q soll eine Gerade 
63, welche die G und ö^, bez. in h und &j schneidet, so ge- 
zogen werden, dass pb.p^b^ ein Maximum wird. 

Nimmt man die (?2 als a?- Achse eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems , dessen Anfang A die p^p halbirt, nennt 
die Coordinaten von q für dieses System x^y^^ und die Tan- 
gente des Winkels einer beliebig durch q gelegten Geraden 
mit der a?-Achse w, so ist das fragliche Produkt 



p__ (yo — «g?o)^ — a^ M 
(Ä: — w)2 



dP 
du 



verschwindet für u = 



(1+&2). 



für dieses u den Werth 



1 ^ 7 «Ä ^^^ ^T-^ erhält 



[-(kxo-yo)^+k^a^y 



dagegen P den Werth 

folglich entspricht jenem u allemal das Maximum. 

18) Die beiden Geraden G und G^ letzter Aufgabe stehen 
zur (?2 winkelrecht (k = <x>). Es soll eine Linie der Art be- 
stimmt werden, dass, wenn iu irgend einem ihrer Punkte — 
etwa in t — an dieselbe eine Tangente gelegt wird, das Pro- 
dukt ihrer Abschnitte auf G und (?j, von der cc- Achse aus 
gerechnet, ein Maximum wird gegenüber den Produkten der 
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Abschnitte der Tangenten in t an irgend welche andern durch 
t gelegte Linien. 

Sind die Coordinaten des Punktes <, bezogen auf das 
System letzter Aufgabe, x und y, wo y eine noch unbekannte 
Funktion von x bedeutet, und ist u wieder die trigonometrische 
Tangente des Winkels der betreffenden Berührungsgeraden mit 
der as- Achse, so hat das Produkt P, welches ein Maximum 
werden soll, den Werth 

P z==: (y — waj)2 — a^u^ 

woraus als Wurzel der Gleichung -j- = folgt 



«--^ 



du 

2—^ 



Der Bedeutung des u zufolge ist aber «x = -^, weshalb 
man zur Bestimmung der Curve die Gleichung 
dy _ gy ^^py ^y _ ^^ 

erhält. Wird diese integrirt und dabei die Integrationscon- 
stante als Ik eingeführt, so entsteht 

welches die Gleichung einer Ellipse oder Hyperbel ist, jenach- 
dem Ä;2<0. 

Für diese Curven wird P= — A^a^, -r-T = 2^. Ist also 
k^ negativ, so ist P positiv (d. h. die Abschnitte der Tangenten 
liegen auf einerlei Seite der sc- Achse), -^ negativ; ist dagegen 

Ä2 positiv, so ist P negativ (d. h. die Abschnitte der Tangenten 
liegen auf verschiedenen Seiten der a?-Achse). Zieht man nur 
die absoluten Werthe von P in Betracht, so muss das .frühere 

P und damit auch -j-^ je mit entgegengesetztem Zeichen ge- 
nommen werden; es ist also wiederum P ein Maximum. Von 
allen Curven, deren Tangenten die Gr und (?j auf derselben 
Seite der a?-Achse schneiden, ist also die Ellipse 

deren Tangenten die G und G^ auf verschiedenen Seiten der 
X-Achse schneiden, die Hyperbel 
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y 



die gesuchte Linie, 
stets gleich a^ÄJ^. 

Fig. 24. 

B C 



B, G, 



Das Maximal-Produkt der Abschnitte ist 




19) Einer Ellipse der Haupt- 
achsen AA^ = 2a und BB^ = 26 
(Fig. 24) die Parabel CAC\ des 
Scheitels A^ der Achse AA^ einzu- 
schreiben, dass die Fläche CAC^ 
ein Maximum yrird. 

Ist p der noch unbekannte Pa- 
rameter der Parabel, so ist: 



CAC, = iV2{a-^^f. 
Dieses wird ein Maximum (=a6|/3) tm p = 



62 

4a- 



§. 16 Die Formen |-, ^, 0. oc, 1^, oo», O», oo— oc. 

Wenji ^^i- für a? = a zunächst unter der Form -~ erscheint, 
also /(a) = F(a) = ist, so hat man nach Taylor's Satz: 



yia + Ä) 



/'(«) + Y /» + ^ /'» +. . .+ Ä 



JT(a + A) 


P\<^) + 4 ^» + i^ ^» +• 


•+Ä 


■woraus für ä = : 






74) 







Zu diesem Ergebniss kann man auch durch eine geo- 
metrische Betrachtung gelangen. Da nämlich unter den ge- 
machten Voraussetzungen die Curven der Gleichungen y =y(a?) 
uiid y=:F(x) mit der cc- Achse den Punkt jp(a? = a) -gemeinsam 
hahcn, so ist das Verhältniss der Tangenten der Winkel, 
welche von den die Punkte (x = a -^ h) mit p verbindenden 
Sekanten und der a?- Achse eingeschlossen werden, gleich 

ir^ Tt^- Für Ä = werden aber aus den Sekanten die Tan- 
nin + h) 

genten in p. 
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Beispiele. 

V a — X /a5=o 

(x — ßmac\ /l — co8x\ /8ina;\ 1 

^3 Jx=0 V 3»^ )x = 0~\ex~Jx = "6" 
/ x^—1 \ _ 1_ 

\x^+2x^—x^2jx=l 2 

(j/2a^x — x^—a j/'ö^^ A ig 

a — yax^ yx=a 

( a:3 —ax^—a^x + a^ \ ^ 

x'i — a^ Jx = a 

y^\/T-^ Jx=i 

(sin öckN 

sma;/a;=0 

(1 ^ cos ac \ J^ 

^T(X+^)x=0~ 2 

(1 — sin X 4~ ^^'^ ^ ^ 1 

sin X -|- cos ac — 1 /» = — 
4» 

ZuA^eilen führt auch die fortgesetzte Differentation nicht 
zum Ziel, z. B. 

(^]/a;*~4a; + 3ya;=l 2 V ^TZTi /x=l9 

alsdann muss man zu andern Mitteln greifen. So kann man etwa 
für letzten Fall aus der durch Differentiation gewonnenen Gleichung 

sofort {y^rT^^)x=i = Y ^^^^^^^^ ^- s- ^- ^der in den 

gegelienen Ausdruck a? = 1 -[- a setzen : -i / 4 14 3 1 g 2 > darauf 

Zähler und Nenner durch a dividiren und endlich « annulliren. 
Ist f(a) = F(a) = QO , so erhält man nach 74 : 



' /(a;) 'x = a ' /(a;)^ 'aj = a 

\f\x) \F(xy Jx=a 
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d. i. wie vorhin 

Beispiele. 



V lix — a) yx = a 



In den Übrigen Fällen unbestimmter Formen: O.oo, oo — od, 
l'*, otjO, 0^ muss man das Gegebene zunächst so umbilden, 
dass -^ oder ^ erscheint. In den drei letzten Fällen geschieht 
dieses durch Benutzung der identischen Gleichung: a=re^«). 

Beispiele. 



— 00 — ^ 



((i_»)Mi-«)),_,=o.«=(^^£^ 

f COS ■— - 1 

2a 
Vi-« 1 — xya!=l *^ Vi — W 2 

\25f VA; — v/yk = QO 5^ 

\afe Jx~=o= . (X> = 



00 

a5 = a 



arc tg - 



x = l 



k = <X) 



± — 1. 

9 



x=0 



— ( A_i_ r-4 ^'^ ) _ 

— Vrr — 2^ ^ ya;=0~ 



00 \r -^x=0 
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Vas — 1 «a7a;=l~ <w — ^ &(« — !) ^»=1 2 

/ «ojV 1 /^n / (atJ — a)ZC08-— \ O.-rOC , 

( ^8in^6a5 1 26» 

\^(cos oa?) y^.^ Q = 1» = e 

VZtg2a;/a;=0 <X) 



§. 17. Das Integral. p +^^+ ^' +'"+^^^ da?. Ist der 

Zähler von gleichem oder höherem Grade als der Nenner 
(n ^N\ so muss man zunächst mit dem Nenner in den Zähler 
so lange dividiren, bis ein Rest sich bildet, dessen Zähler von 
geringerem Grade ist als der Nenner. Dadurch kommt der 
Faktor von da; auf die Form: 

WO Wj <;-^ist. Die Integrale, welche vom Quotienten stammen, 
sind sämmtlich von der Form k^^dx^ also leicht zu ermitteln; 
es kommt also nur darauf an, zu zeigen, wie der mit dx multi- 
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plicü'te Rest zu integriren ist. In diesem werde der Zähler 
niit/(.Jt'), der Nenner mit F{x) bezeichnet. Die Aufgabe lautet 

also: \-^\ dx zu bestimmen, wenn f{x) und F{x) ganze, 

ratifiTialo, algebraische Funktionen sind, f{x) und F{x) keinen 
gen)eins(;haftlichen Faktor haben — welche Voraussetzung 
stets er füllt werden Ijiann — , und wenn f{x) von geringerem 
Grrade ist als F{x). 

T. Die Wurzeln der Gleichung JT(aj) = sind un- 
gleich. Verschwindet F{x) für aj=ai, so muss bekanntlich 
f{.v) durch ab — «1 theilbar sein: i^(a?) = (a? — a^) ^(a?), wo ^(ic) 
in tlicE:^em Falle ungleicher Wurzeln fiir x=a^ einen von Null 

verschiedenen, endlichen Werth hat. Folglich ist auch ^^ 

föiX x^^a^ eine von Null verschiedene Constante, etwa A^: 

fßf\ = A, oder / /(^)-^^n9>(^A _ o. 

DicHes zeigt, dass/(a!?) — -4^9)(a;) fiir 3?=«! verschwinden, 
fliege Differenz also durch a? — «^ theilbar sein muss. Man 
hat demnach /(a?) — A ^ (p(x) = (x — a J x/j(x) woraus unmittelbar : 
fix) ^ Ai , ip(x) 
F(x) X — «1 ' (fix) 

folgt. Fährt man so fort in der Zerlegung, so erhält man 
imtej- der Annahme, dass sämmtliche Wurzeln der Gleichung 
F{jL^={} die Grössen a^, «2, a^..,aN sind: 

ßn) _ Ai j Äj I A.^ , ^ [ ^ *) 

Die Berechnung der Zähler -4j, J.2 ... geschieht am ein- 
fachsten wie folgt. Aus F(x) = (x — a^) q)(x) folgt durch 
Differeiitation nach x: 

F(x) ={x — ai)y'(^) + 9>(^) 

demnach: -P"(«i)=9>(«i)5 

und a,iis: f(x) =-4^ 9p (a?) -}-(« — « j) i//(cc) 

fiir ^ = a^ : /(ai)'=i4i 9)(ai) ; 

es ist ako: 

A =^^I^ = i^ 

^ i^(ai) («1— a2)(ai— «3)--(ai— «i^) ' 



*) I'^=l vorausgesetzt. 
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A - 


_/[«i) _ 






/[«,) 






■a.2- 


J^(«,) 


(«, 


-«i)(«» 


-«3). 


..(«,- 


-«AT) 



Nachdem der gegebene Bruch ^^ nunmehr in angegebener 

Weise in Theilbrüche zerlegt ist, erhält man für das gesuchte 
Integral : 

Beispiele. ' 

Es ist: 

2a;S — 19a?* + 61«» — 64g^ -> 5a? -j- 29 
aj* — 10aj3 4- 35a;* — 50aj + 24 

— 1 1 23! I x^^x^-^x + b 

~ ^ aj* — 10a;3 + 35a;2 — 50a; 4-24 ' 

a;S+ag^--3a;4-5 g» + g^ — 3a; + 5 

a.4 __ i0a;3 + 35»^ — 50a; + 24 ~ (a; — l)(a;— 2)(a;— 3) (x— 4) 

a;--l»a;--2>x — 3»a; — 4 

^/ a;3+a;a-^3a; + 5 \ _1. v 

1 V4a;»— 30a;2 + 70a; — 50/a; = l 16' •* ' 

- _/ x84-a;^+3a; + 5 \ _11. 

2 — V^4a.3 -.30a;2 + 70a; -50/a;=:2 ~ 2 ' 



^3 = -16;4,=5; 
also : r^"'7,^'l+^fl7/'l^f"t'' d«^ 



- 10a;3 4- 35a;2 — 50x 4- 24 






/- 



15»» — 70X — 95 
a,»_6«^-18x + 42 (fa;=^((a;-7)» («+3)5 («—2)^) 



Digiti 



zedby Google 



106 






Letztes Verfahren ist allerdings noch zulässig in dem 
Falle, dass einige der Wurzeln a^a2*" imaginair sind; allein 
es würde auf diesem Wege die schliessliche Elimination des 

"jrTcix 

Imaginairen, die allerdings stets mit Hülfe der aus e- 
= cos kx + ismkx leicht abzuleitenden Gleichung arc tg kz 

= öi^ \ i_'k^ ) bewerkstelligt werden kann, so unbequem, dass 

folgende Methode vorzuziehen ist. 

Imaginaire Wurzeln kommen in Gleichungen reeller Coeffi- 
cienten stets paarweise vor und sind von der Form conjugirter 
Zahlen. Ein solches Paar complexer Wurzeln sei: jpig^i. 
Diesem entsprechen die Theilbrüche: 

/(j>+gO /(i> — gp 

x — (p + qi)'^x — {p^qi)' 

Ist mm f(p'^q{) = a-\-hi^ F*(p-\-qi)=A']-Bi, so muss 
bekanntlich /(p — qi) = a—b{, F\p — qi) = A — Bi sein; die 

Zähler jener Brüche: Vt^- und j^^. sind also ebenfalls con- 

jugirte Zahlen, etwa: c-f-^** und c — di. Die Ausführung der 
Addition der Brüche giebt den reellen Bruch: 

Px+Q 



wenn F=2c, Q= — 2 (cp-f-^?)- Nachdem auf diese Weise 
stets die beiden Theilbrüche zusammengezogen sind, in deren 
Nennern conjugirte Wurzeln vorkommen, bestimmt man die 
noch unbekannten Coefficienten P, Q u. s. w. dadurch, dass 
man in der .Gleichung, deren eine Seite von dem gegebenen 
Bruch, deren andere Seite von seinen Theilbrüchen gebildet 
wird, die Nenner weg multiplicirt und darauf die Faktoren 
gleicher Potenzen von x gleich setzt. Durch Auflösung der 
so erhaltenen Gleichungen erhält man die Coefficienten. 
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XJßbungs -Beispiele. 
-j—:- Die Wurzeln der Gleichung x^ — 1=0 sind + 1, 

[+41^3,-4141/3; man hat also: 

\ _ A, , ^ , Pg+ Q I Bx+8 

Multiplicirt man, nachdem A^ mit -j-g-» -^2 mit — y berechnet, 
1 die Nenner fort, so entsteht: 
' l = :r^(P+Ä)+aj4(4 + P+Q-Ä+S)+aj3(Q-S) 

f +xa(4-P+i?)+a?(S-P-Q-i?) + 4-Q— 5, 

«naus : 

l_|_p_|_Q_i?+S=0" 5— P— Q-Ä = 



3 



Q-S=0 i._Q_S=l 

und durch Auflösung: 

f=i Q=-i, Ä=-|, «=-| 

folgt. Demnach ist: 

r^ix __ £ f (ia; 1 f <la; , £ f a; — 2 , 1_ f x + 2 , 

>»^1^ eJ^^ITT- 6jx~l+ 6jaj«~x + l^~ ejx^+aj+l^ 

i/oj-A, lJx^-x + l\ 1/3 aj|/"3 

f X^djC 1 7/25— l\ I 1/^ i. « 

|iH5-~q-i = yi((^+l)V^M^)-|arctga,. 

U. Unter den Wurzeln der Gleichung F(x)=^0 
befinden sich Gruppen gleicher. Kommt die Wurzel 
fi Ji-mal, die Wurzel ß p-mal u. s. w. vor, so ist F(x) von der 
Form; {x — aY(p(x)^ wo (f(x) für x=a nicht verschwinden 

nA nicht unendlich gross werden kann. Folglich ist =^ für 
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x=a eine von Null verschiedene endliche Constante, etwa A^^ 
uüd man hat wegen: 

\q>(x)/x:=a \ g){x) /x = a 

dass a eine Wurzel der Gleichung /(a?) — ^„g)(a;) = 0, also: 

f(x) — An g)(x) = (x—a) xf/(x) 
sein muss. Demnach ist: 

■ fix) ^^ ^n [ tp{x) , 

Hierin liegt das nunmehrige Princip der Zerlegung des 
gegebenen Bruches in Theilbrüchö/ Seine consequente An- 
wendung giebt: 

/(ic) ^ An . K^i , f j4j_ 

F{x) (a._a)~"^ (a? — af"^ "l"*""« » — a 

+ ^- .. . 

Die Coefficienten berechnet man am zweckmässigsten 

gruppenweise: die zur Wurzel «, zur Wurzel /5 ... gehörigen 
je für sich und zwar in folgender Weise. 

Man multiplicirt letzte Gleichung mit F{x) und schreibt 
das Produkt, soll es zur Ermittelung der ^.-Coefficienten be- 
nutzt werden, kurzweg: 

4-^1 (sc— a)'^i9)(aj) + («—«)" ^(a?). 
Nachdem diese Gleichung n — 1 mal nach x differentiirt 
ist, vertauscht man x mit «, in Folge wovon in allen 
Gleichungen das Glied mit dr{x) wegfällt. Deshalb ist die ge- 
naue Angabe von ^{x) überflüssig. Die so gebildeten n 
Gleichungen bestimmen die gesuchten JL-Grössen. Einige der- 
selben lauten: 

/» =Anq!\a) +2.^^i9)'(a) +2.1.A~29>(«) 
-f 3.2.1. ^_39E)(a) 
+4.3.2.^1^3 9)'(«) + 4.3.2. l.^„_49)(a). 
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üebungß- Bei spiele. 

dx 



h 



jx^ix — l)*' 
Nach Vorstehendem hat man zunächst: 

a.i(3;_ij4 — jji -r^i -r aj ■r(a._x)4"r(a; — i)3-r(a.— 1)2 1" ^_i' 
woraus zur Bestimmung der -4-Coefficienten abgeleitet vdid: 

Dies stweimal tlifferentiirt giebt: 

0=^4^3 {x— ly +A^(x—iy +4A^x(x—iy+2A^x(2'—iy 

4-4^^x2 (a?—l)»+etc. 

^^i2A^(x—iy^4A2(x—iyj^^A^(x—iy*) 

-^l2A2x(x—iy + 2A^(x—iy 
+ SA^x(x — \y-\-SA^x(x—iy + l2A^x^(x—iy^Btc. 
Setzt man endlich in die drei letzten Gleichungen a^=0, 
^ entsteht: 

^, = 1, ^j=4, ^, = 10. 
Zum Zwecke der Berechnung der B-Grössen bildet man 
jetzt: 

\^B^x^^B^(x—l)x^+B^(x-iyx^'\-B^(x—iyx^^eiQ,, 
differentiirt 3 mal und setzt alsdann x=l\ man erhält: 

^4 =" 1, B^ = — 3, jB2 = 6, Bj = 10. 
Remnach ist: 

>^l)3l:r^+lf'^'- 4H(a:-l)i; »rctga; 2(x-l)2 2(:i;-lJ' 
r rfx _ ^ , / (z^ — g + S) (a; + l)^8 \ _ JL^ 

Ja*H-iatc3-j-3x^~@oH «20 ; sx 

3 ^, 2a; — 1 

— .KT arc tg T _ -- . 

45V 11 V 11 



*) Da diese Gleictung nicht weiter zu diflterentiiren ist, so hätte mau 
ftUa Glieder, die für x= verschwinden, hinzuschreiben unterlassen können. 
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Kommen dieselben imaginairen Wurzeln mehre Male 
vor — p+qieiweL n-msil — so ist: 

/i«) ^ m 

Angenommen nun, es sei: 

\q>{x) Jx=p + q{ ' 

so muss: 

f(x)—A(p(x) = (x—(p'^qi))rp(x), 
folglich: 

sein. Ist ferner: 

folglich: 

xp(x) = Bq>(x) + (X'--{p — qi))&(x\ 
so erhält man: 

Fix) (a: - (p+q{)y {x - (p-gt))" '^{x^ip + qi)f-' (tr ~ (p - gO^ 

J m 

'^{x^{p + qi)y-'{x^{p + qi)y-^q^ix) 

oder wenn die ersten beiden Brüche zusammengezogen werden 
und man A — B(p-|-?0==C' setzt: 

A^_ Bx + C I »ipß) 

B und C sind stets reell; denn es ist: 






^ ^ j_ (" yi^+90 _ /rprii!)-^ 



2pi (pip — qi) ^qi (p(p + qi) 

oder wenn man /(p + ^i) =0 + ^09 9)(p+?0 = ^4-^*9 ^Iso 
/(P — ^t) = a — bi, (p{p — qi) = c — di setzt : 
he — ad 



B = 



^1 ^ (ac. + 6^— 2>(6<? — ad) 



Die verschiedenen Theilbrüche erscheinen imter augenblick- 
lichen Umständen demnach in der Form: 
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Nachdem die Bestimmiing der Constantett'w4«, jB„... in 
der "Weise, die für den Fall ungleicher imaginairer Wurzeln 
bereits angezeigt ist, geschehen, konunt es endlich noch an 
auf die Integration von 

-da;. Es ist: 

+^^^+^>/(^¥^-- 

Setzt man in das zweite Integral der Kürze halber x — p = U 
so erscheint es in der Form: 
r di _ 1 r^T4-^2_<2 _ 1 r dt -j^ r 12 dt 

oder für 

t£ =^ ^ ^ du = dt 

idt 1 



rfV: 



J dji _^ _| t , 2n — 8 r dt 
(i^ + q-^y "" "■" 2 (n - 1) 0^ + 92f -^ <2-* "*" V(«-1)J 0* + 9«)~-^ * 

Durch mederholte Anwendung letzter Formel kommt man 
schliesslich auf -^-r—-2-==-arc tg(—), womit die Aufgabe gelöst ^^^^ 

Beispiele: Für ^ ( 2aIa\3 ^^ ^^^ ^® Zerlegung: 

I J'. ^ + Qs I P^^ + Q ^i Pi^ + Qi 
^ far=4-4)3 ' (x2+4)2 f 3.2 _|_ 4 " 

Zur Eestiinmung der ^ - Coefficienten hat man in die 
Gleichungen (Seite 108) zu setzen: 

Dieses gicht: 

j _1 A —^ A — J- A — - 

^4 — 64^ ^3 — 64' ^2 — 256' '^^~ aöÖ* 
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Multiplicirt man darauf die Nenner fort, setzt die Coeffi- 
cienten gleicher Potenzen von x gleich, so erhält man ein 
System von Gleichungen, deren Auflösungen sind: 

^l~256' ^1^~256' ^2 = 32' ^2= — 33' ^3 = 54» % — ^* 

Demnach ist: 

Ja;Ha:2-f-4)3 ^"~" 64J «* • 64J x^ • 256j a;» 256| a; 

64J {aj2 + 4)3 "t- 32 j (a;2 + 4)2 ^^ + §56 J a;^'+ 4 ^ 



1 1 3 ,, . 1 

Ux) 



192aj3 128x« 206a: 256^^ 256(a;2 4-4)2 

~ 64 (aj2-H) " 256 («2+4) ~ 256 ^^^ ^^ y + 512 '(^^ + ^' 

Ja:5+a;4+2a;3+2a:2+a;+l— 4 <^^ + ^'^^^^^^^'^^ U/i!^2)' 

§.18. Das Integral. ra+&^+cx2+...+px- cla. 

^ ^ JÄ+Bx + Cx^+...+Px^ya + ßx+yx^ ^ 

Nach den Ausführungen des §.17 ist das vorgelegte Inte- 
gral stets zurückführbar auf Integrale von der Form: 

r X* dx r dx r dx 

jya + ßx-f^' J(a;-Ä)"^a + /3aJ + ya;2' j (x - k^y a + ßx -\- yx^' 

C (f a; +8)dx r rx + 8 ^^ 

J[(aJ-0'+"»^] y^^ + ßx + yx^' j[{x-l)^+m^Yya + ßx + yx^ ' 

welche folgendermaassen zu behandeln sind. 

j r X* dx 

jyoc + ßx + yx^' 

Man setze: 



*) Ist y = 0, . so kann man das Integral , auch wenn der irrationale 

p_ 
Faktor in der complicirteren Form (a + /?a;)^ auftritt, durch die Substi- 

tution («4"!^^)* = ^' rational machen. 
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ya + ßx + yx^^ß^ r Ox 

YJl/ä 



ßx + yx^ 
^yJya+ßx + yx'^' 



SO entsteht: 

'dx ^ x'-ya + ßx + yx-^ ^^^-l r ^x 



r xUx ^ ^'^y ^ + §x-\- yx-^ fa^-l r 

jy^+ßx+yx^~ 7 '^yJycT- 



i-{-ßx-\- yx^ 



'-fa^^ya+ßx+yx^ dx-^^^^ Ca^-^dtC—= 



r j •-•'•' ^ ^y J jycc + ßx-^yx^ 

oder endlich, wenn man im dritten Gliede rechter Hand mit 

"|/« + /?»? + ysc^ multiplicirt und dividirt und das Integral des 
vierten Gliedes dadurch umformt, dass x^-^ dt = du etc. gesetzt 
wird: 

^6) r x'dx ^ x'-^ya + ßx + yx^ 

J ya + ßx + yx'' 7^ 

2t —1 ß^ r x^^ dx /— 1 a^ r x^^dx 

2^ 7 jyV+ßx-\-y^^ t y jya + ßx-\-yx^' 

Mit Hülfe dieser Formel wird jedes Integral von der Form I. 
für ganze positive < schliesslich zurückgeführt auf f 

^ ^ ^ jya + ßx + yx^ 

welches nach Anleitung des §. 8 (Seite 37 und 38) zu be- 
handeln ist. 

dx 



n r ^^ c. t 

j(X'-'h)ya + ßx + yx^' J(^ — Är|/a- 



t-{-ßx-j- yx^ 

Setzt man zunächst x — h=y^ d3ö=dy'\mä. der Abkürzung 
halber : 

a+ßh-^yh^=A, ß^2yh = B, y=C\ 
so nehmen die Integrale die einfachere Form: 

r dy r dy 

J y yÄ + ßy+C^' j y^ yA + By+Cy^ 

an. Von diesen ist das zweite stets reducirbar auf das erste. 
Vertauscht man nämlich in 76: ^ mit — w, «, j^, y bez. mit A^ 
jB, C und X mit y, so entsteht: 

^ ^ yA + By+Cj^ 

yyA + By+Cf^ Cny^-' 

Grelle , Elemente der Theorie etc-. ^.g.^.^^^ b,^® OOglc 
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dy n + 1 A r dy 

2n Oy^iyA + By+Cy^ » ^ J y'"^''}/ A + By+ Cy^ 

tind wenn endlich nach dem letzten Integrale rechter Hand 
aufgelöst und gleichzeitig n -f- 2 mit n vertauscht wird: 

dy ^ yA + By + Cy^ 

y^yA + By+Oy^ (71 - 1) ily~-l 

_ ^^ — ^ ^ r :^y n~2 C^ f dy 

2n-2^Jy«-y^+jjy4.0y2 «— 1 ^ J /-^y ^ + %+ <%* ' 

Mittelst dieser Formel, die auch direkt dadurch abgeleitet 
werden kann, dass man ^ ^ . = dv. — tt == ^ setzt, 

yA+By+Cy^ ', y«+l 

und welche gültig ist für alle positive ganze w, mit Ausschluss 
von n = l, gelangt man schliesslich auf: 

dy r dy 



jyyA + By+Cy^ jy'^yAy-^ + By-^+C 
^ r d(y-') 

jyAy-^ + By-^+C 

dessen Behandlungsweise schon bekannt ist (§. 8, Seite 37 u. 38). 
HI f ''^ + * ^^ 

J[ix-l)^+m^] ya + ßx + yx^ 

Setzt man x=zy — ^ und darauf, um abzukürzen: 
^ß ß^ ß \ 1 1 

SO kommt letztes Integral auf die Form: 

' f ry + 8i dy 

j(y-hr+m^ ya,+yy^ 

__r r djyy^ + aQ , ^ f dy 



Das erste dieser Integrale kann weiter verwandelt wer- 
den in 



'"Jry^ + ai — «i — 2yZiy 



-f-yZj2 -j- ym^ 



JV(<^i- 



dl/«i+yy^ 



oder wenn man: 
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yy 
einführt, in: 

J'l da 
«* + y^' + y^' - a, - 2 ij yyyz^ ~ «i 

_ p + y^^ + y^^-«i + 2^vr]/^^^=^ , 
~^J(^^ + y^' + ym2-a,)2_4;^2y(^2_„^) «2 

g^ + y^^+y»^^ — «1 ^^ 



='/. 



Das erste dieser Integrale ist rational, kann also als ge- 
löst betrachtet werden. 

Setzt man zimächst in das zweite Integral: 
z^=zu^ darauf 2ym^-^2ai — 21^ y = «i (y^^ +/^^ ""«i)^ 

so nimmt es die Form : 

, du 



ff- 



u u^ -\-aU"{-h 

an, die endlich für: 

M — «i 9 a, j 2a. vdv 

übergeht in 

f^ f v^ dv 



r .j^^ 

jetzt also noch zu be 

r dy 1 __ r dy \ 



Es bleibt jetzt also noch zu behandeln übrig: 

dy 1 ^ dy 1 



=> 






d. i. für y~^ =? z : 

_ j_ r ^(2") 1 






2«! V'i^+'y 2M',^ + '»»)-2«,2 + l 
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welcher letzte Ausdruck durch die schon erwähnten Sub- 
stitutionen auf eine rationale, also integrable Form gebraclit 
werden kann. 

J[x — Z)2 + m-^f 1/a 4- |Ja; + yx^ 

Man setze zunächst wieder x — l = yt so hat man statt 
des vorgelegten Integrals: 



k 



dy. 



|(y'+m^f yA + By + Cy-^ 

Dieses kann stets auf die Form gebracht werden: 

78) f »-y+i. jv= >^"^+^^+^^' ^"+^^^ 

Für die Constanten a, jS, y, tf, * erhält man durch Differen- 
tiation letzter Gleichung: 
2 Cß (2— n)+*=0 . 
Bß (y — 2n)4-Cic(3-2n)+y=0 

/S (.4(3 — 2n) + 2Cm2)-(-ß«(|- — 2«)-j-d4-2tm2 = 

-|-B«i2/S4-a(Cm2— 2^(n— l))4-yTO2=r 

Die Auflösung giebt: 

1 Bsy^ ^rjA — Cm'i) 



2(« — 1) (^-Cm2)2 4-i^2m2 

il 
1 m» 






■ 2(n— 1) (^— CW2)2_j-i^2^'i 

^ ~ 2 (« — 1) ({^ — Cm«)2 + 5« m* ) 

(2n-3)(.i-2am^)|^(.l--(7m2)+rB|-f ^(2/1- A)|b,j -_rU— Ob»»)l 
~ 2(n — 1 ({^— Cm2p4-£2^^) 
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Mittelst 78 wird also jedes Integral von der Form IV. 
schliesslich reducirt auf III. 



Beispiel. 

1 -f- a? dx 



x-\-x^ 



i _ _ 

1 (l-^-g) V l4-a;+a;2 1 , / 3a;g4-3a;4-2— V 2(l+2a;)V l+a?+a^^ ^ 

2 1 + aj2 » 8|/T \3x2-f3x+2+V2(l+2a;)l/"l+x+x2'/ 

j 1 y a;2+'a;+2~ Vi V l+a;+a^^ \ , ^\^^ .V '2(l +20^)1/1+ 

"^sVä^ W«'+2+VlV"i=H+^>' ^ ^ 4 + X + X2 

^ , i/H-i/Tn i 9 9V'2 X V^V 1 + a; + «2 

— i6VT^^^^V^2|/l + aj+aj2 l^arctg ^ ^ + 0:2^ - 

§. 19. Das Integral ja^ (a -f- i««)^ dx. Dasselbe lässt 

m. -4- 1 

sich in zwei Fällen rational machen, nämlich wenn — ^^^ eine 
Ganzzahl ist, durch die Substitution a -}- bx*^ =±= z^ und wenn 
ü^-il — L.£- eine Ganzzahl ist, durch die Substitution a + fta?" 

Beispiele. 

r dx JL_, i ]/ a-\-bx — i/o ) 

J xya + hx y« |[/a+-6a;+ V^a) * 

; =; T/gg — 1 —pV- + -- arc cos 1/—. 

x^yx — l ^ 4a;2 ^ 4 r x 

Jicdas 2 2a-f-&a5 



a;2da; 2 3(a + 6a;)2 + 6g (a + 6a;) — g» 
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/ 



dx 






1/1+CC2 







sc («2 — 3) 



/^ 



2]/l-.a 



dfa; _ a;(2a;2-|-3) 
(l+aj2)T 3(i4.aj2)l 



■arcsina?. 



Kann das vorgelegte Differential nicht in der mitgetheilten 
Weise rational gemacht werden, so muss man eine der sechs 
folgenden Formeln, mit a, 6.../ bezeichnet, anwenden. 

Setzt man zunächst: 

2. 
af*dx=^duy (a -[- isc**)^ = ^) 
so entsteht: 



(a) \x'^(a'\-bx''y dx 



und weim letzte Gleichung nach dem Integral rechter Hand 
aufgelöst, darauf m mit m — w, — mit — +1 vertauscht wird: 

(6) ix'^ia+bx^y dx 



af»-"+^(a-f 6a;^)^ 



- — 1 



(i+i)"i 



7~";^^ U-» (a+ 6a;») « "^ ' rfo;. 



Femer ist: 



; 



£c'»(a-}-6sc'*)* dx 

Dieses mit (a) verglichen, liefert 



-1 f ^-i 

J cc"»+" (a -f- bx*") ^ dx. 
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(c) |aJ«(a-4-ia;*)*da; 

a(m + l) m-|-l a^ ^ * ^ 



und: 
((OJiC«(a+Jac«)^daj 






(fn + m+l)6 6( 

Setzt man endlich für das zweite Integral rechter Hand 
in die drittletzte Gleichung 

0?™+^ = ti, (a^+ bx^) ^ af*""^ dx= dv 
so entstdit: 

(e)Jaj«(a + Ja?«)^da; 

und: 

(f+l)an (7 + l)«w J 

Durch Benutzung dieser Gleichungen (a.../) erhält man 
folgende oft brauchbare Reduktionsformeln, die auch leicht 
direkt erwiesen werden können: . 

j\/a^+x^~ « +71^ JVa2+a;2 

r a?"(ig; _ x''-^y2ax-x ^ . 2n— 1 f x"^^ dx 
JV^ax — x^ ~ « "+" n j]/2aaj— »2 

r dg __1 _flc I 2w-- 3 1 r <^ag 

J(a2+a;2)« ~ 2« — 2 a^a^ + a;2)«~l "+" 2n - 2 a« J («2 ^ a-S)«-! 
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J(a2 -|_a:2)« 2m - 2 («2 + 3.2)«»-! "»" 2m - 2 Jf^a ^ aj»)"»"^ 

f ^^ __ 1 V g;^ — 1 . w — 2 r da; 

J »"V^^ ^^ ~ n — 1 a.n-1 + n — 1 J aj'^-^V'^cä:^ 

r^^fl^ _ 2x'']/ a+bx 2« g fa;^-^ dx 

jyV+bi (2n+l)6 2n + l 6J|/^r:)r6i 

• r da; 1 Vo4-6a; b 2n— 3 T da? 

J x'^Va + bx ~ (n - 1) a a;'»-^ 2a « - 1 J a?*»-!)/ « 4" «»a; 

• 3 

r ac^da; _ 3g^j/ (a + M^ _ 3n ^ . ^a;^"^ dx 

1/ (3n + 2)6 3n + 2 6 ,3 __ 

^y a + bx ^ ^ ^ ^ -^]/ a + bx 

J"* dx 1 x i**""^ C ^^ 

^ "~ (n — 2) «2 «. _ 1 ' (« — 2) a* 2L_i' 

(a2+aj2)2 (a2+a;^)2 •^(a»+a;2)i 

§. 20. Die Integrale Jsin'^cc cos~a; dx und Jsin'^aj cos'»5c 
sin ax cos 6aj dx. Setzt man in die Formeln a bis/: 3c= sin 2, 

a = l, 6 = — 1, w = 2, — = ^7' so entsteht: 

92 



j' 



sin'""^^ a; cos**"' a; , « — 1 



[sin*"«? cos'^a; dx = ^^r 1 — XT /süi*""^^^ cos'*~^a; doc 

sin"*+^ « cos**"^ a; , n — 1 



/sin*"«? coB'^-^a? dx 






m + l *^ m-\-n 

n + 1 ' n+ 1 "^ 

i— ; r-7 sm'»-^aj cos^^T-^c daß 

n-\-l ' n'-\-\^ 

sin'*^^ X cos'^'T'^ X im — lf.^9 „ , 
i i — sm'^-^o? cos^as dx 

m-\-n ' m+w*^ 

= i— i ' , \ Ism'^+^a? cos**«? dx. 

m-j-l * m+l »^ 

Beispiele. 

^ • « j 1/008 33; ^ \ 

sm^aj rfaj = — (^ — 3 cos xj 

c sina;/ 1 j^ 2\ 

^x 3 Vcos^a; ' cosx/ 

i*a; 7 cos^a; , 1 7/x 35\ 

_ rfa; = -3 f- costc+Z (tg -) 
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-cto=cosaj- 

COS^ X 



rsin'flc j 1 / . « 2\ 

J cos^ X 6 cos^ aj V 7 / 

i 



-^ — = 5 U-ltsx 

smsccos^a; 2 cos' x ' ° 

_ *? ^ t _ A ctg 2x 

<2a; 1 



sin^iccosa; 4 sin* x 



•2lE^+"^*g* ' 



1 tg" xdx= ^ _^ — tg«-2 as dx 
C dx _ 1 1 r (to 



Das Integral Jsin*"»; cos'*«? sin aa? cos hx sin ca? cos ea? — dx 
lässt sich dadurch auf Integrale der eben behandelten Art 
zurückführen, dass man zunächst sin ax cos 6a? sin ex cos ea?. . . . 
in eine Summe von sin und cos (s. Seite 36) verwandelt und 
darauf die so gewonnenen Integrale 

Jsin'^a? cos**«? sin^^scda?, Jsin'^aj cos'^as Q,o^qxdx 
mit Hülfe der Formeln : 

(cos X -\- i %ixi ^)" + (<5os as — i sin a?)" = 2 cos nx 

= 2 1 cos"aj — ^ ""7" cos'»-^ sin^a? 

(cos a? -}- i sin a?)** — (cos a? — i sin a?)*» = 2i sin wa? 
= 2i'{n cos^-^a? sin x — ^ T" "7 ^ cos^-^a:? sin^ä; 

weiter behandelt. 

Beispiele. 
J sin2ar; cos^a? sin 3a; cos ixdx = i^ Jsin^a? cos^a; sin 7a? dx 

— ^Jsin^ajcos^ajda? 
= ^ Jsin^aj cos^a? (7 cos^a? sin af — 35 cos^a? sin^a; 

-f- 21 cos^a? sin^a?. — sin' x) dx 
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— ^ Jsin^aj cos^a? dx 

= J^ jsm^x cos^x dx — ^ Jsin^ascos'ajdaj-j- V Jsin^ajcos^ccda; 

— ^ Jsin^a? oos^aj dx — ^ Jsin^a? cos^a? dx 

= ^Jsmxcos^xdx — ^jsiaxcos^^xdx — ^-^ Jsiaxcos'^xdx 
+ 35 Jsin aj cos^jc da? 

— ^ jsiDiXCOB^^xdx-\- y Jsia'^xcosxdx — 21jsm^xcoB(Kdx 

-f- y Jsin* ^ 03 cos cc dx. 

— ^ Jsin^aj cos xdx-}-^ Jsin* ^a? cos aj da? — ^ Jsin x cos^a; cfcc 

-j- 4^ Jsin X cos^aj rfaj 
cos*a; cos^x j^ 35 cos^a? 77 cos* <*a; , 7 cos* ^o? 

, 21sm®a5 43 sin*®» , 11 sin* ^a- 



16 20 » 12 



r m5«_ ^^ ^^ _ jjin^ (cos^aj — 6 cos^a? sin^a? + sin*a;) da: 
J cos^a; J cos^a; ^ ' ^ 

J cosa 



: [-- 5 10 dx 

6 * 2cos2a; J cosa; 

11 sin^aj , sin^aj , 6 sin*a; 



|- 5 sin^a? -f- 10 Z cos x. 



6 '^2cos2a; 1^ 2 

dx 



r """^^ dx=3 r ^^ (1 

J sin*a;cos®aj J sin*a;cos*aj J sin^ajcos^a: 

8 cos 2a; 1 2 

sin^ 2x 6 sin cos'a; 5 sin cos^x 
8 , 16 



5 sm X cos X 



•ctga; — 16ctg2aj. 



§.21. Eigenschaften der bestimmten Integrale. Nach den 
Ausführungen des §. 6 besteht die Gleichung: 

79) \f(x)dx=f(b)^f(a) 

im Allgemeinen so lange, als f\x) und f{x) zwischen den 
Grenzen x = a und a? = & endlich und stetig bleiben. Wird 
eine dieser Bedingungen von f\x) etwa für x=c (a<Cc<6) 

nicht erfüUt, so muss man unter /'(«?) dx den Grenzwerth 

verstehen, wogegen 

^ C — pS n h 

\f{<^)dx-{^\f(x)dx 
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mit unendlich abnehmendem e convergirt. f und j bedeuten 
hierbei beliebige, von einander unabhängige, Constante; das 
Integral erhält also nur dann einen bestimmten Werth, wenn 
die mit p und q behafteten Glieder für ^ = verschwinden. 
So ist z. B. 

•-j-6 /* — ps /*+& 



/+ö / — pB r+b 

— a — a -\-ps 



Das Integral hat also einen bestimmten endlichen, reellen 
Werth, wenn a = und Gr(f^-«) = 0, d. i. wenn l>w>>0. 
Für w = 1 erscheint Gr (f^""") unter der Form 0® , es bedarf 
deshalb das Integral einer besondoren Untersuchung. Man 
erhält in diesem Falle: 

r + b r^p8 r+b 

•^-a ^ —a *^ +qs 

welche Grösse stets unbestimmt ist. 

Dem Umstand zufolge, dass ein bestimmtes Integral der 
Grenzwerth einer Summe ist, muss für a<:^c<^b: 

80) ('f'(x)dx+ ff'(x)dx= ffi!e)dx, 

•^a ^c ^a 

und muss zufolge der Gleichung 79 : 

81) ^f{x)dx = -^f{x)dx 



^a *^b 

sein. — 

Enthält die Funktion unter dem Integral ausser der 
Variabein eine allgemeine Constante «, so ist offenbar 

j/(aj, a) dx= F(b^ a, «), 

woraus: 

-b rh 

... . . . }dx 

F{b, g, a -{-^a)- 






) — • E(by a,a) -Ja Ja 
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und wenn man Ja gegen Null convergiren lässt, endlich folgt; 



d \f{x,a)dx J> 

b,a,cd)__Ja j <^/(ag,g) ^^^ 

da da J da 



d(iFb^ 
da 

a 

Diese Gleichung, welche zeigt, wie der Differentialquotient 
eines bestimmten Integrales in Bezug auf eine darin enthaltene 
willkürliche Constante zu bilden ist, lässt sich häufig bei der 
Erwerthung gegebener Integrale vortheilhaft benutzen. Sei 
vorgelegt : 



/. 



— d^ a?^ 7 
COS ra? . e dx- 



;o 
Die Differentiation nach r giebt: 






X . sm rx . e dx^ 



oder wenn man die rechte Seite umformt, indem man x.e ^ ^ 
dx=^du^ sinra; = v setzt: 

r^. 

di r . dt ___ rdr . , 4ui^ 

Für die Integrationsconstante k hat man aus der gegebenen 
Gleichung, wenn r = gesetzt wird: 

k= e aa?, 

Jo 

welches Integral sich folgendermaassen berechnet. 

Ist e^^ dx = u 

Jo 
so muss: 

e-y^dy. e-^'rfaj= e^ ^"^^ + y^Ux dy ^ u'^ 

Jq " Jq Jq Jq 

sein. z=e~^^ "^^ ^ ist aber die Gleichung der Fläche (Fig. 25), 

welche durch Rotation der Linie der Gleichung z = e~~'^ um 
die 2?- Achse entsteht, also u^ der vierte Theil d6s Raumes, den 

Digitized by LjOOQ iC 



125 



jene Fläche und die icy- Ebene begrenzen. Betrachtet man 
aber diesen Körper als die Summe der Cylinder, deren Basis 

Fig. 25. 




x'^7i(^Bbc)^ deren Höhe dz ist, so stellt sich sein Inhalt dar 
durch : 

Jx^7idz= — 71] lzdz=7i. 
Jo 

Also ist u^ = ^^ u = y\^^ ^^d endlich: 

-a^x2^^_i^, 4a2 






cos rx e" 



dx=^ - — e 

2a 



oder: 



Setzt man hierin a^ = b^ {{{=}/ — l), so entsteht: 

cosraje dx= + -^-—r-e^^^ 

}0 ""26j/i 



r« 



cosrajrcoß62ic2 — isin&2aj2'lda' = + i^ —, 

^'^ COS — +ism — 

4 ' 4 
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welche Gleichung sich in die beiden: 



X 



y^ 






COS ras sin 6 2 aj 2 jjjr»_--.-|-ilJ^ --~i^ 



auflöst. Zur Bestimmung des Vorzeichens rechter Hand nehme 
man die letzte Gleichung für r=0. Dies giebt: 



/»OD 

s: 
Jo 



sin62 jc^ dx= + 



26 2 



1/2. 



Die Curve der Gleichung 2/ = sin6^ac2 (Fig, 2G) ist aber 
der Art, dass zu den positiven Flächentheilen gi^öseere Grund- 

Fig. 26. 




linien gehören als zu den unmittelbar folgenden negativen. 
Folglich muss h positiv sein. — Wird 



c 

X 



i + flß 



'■ dx=u 



zwei Mal nach a differentiirt, so er giebt sich: 



d^u ( x^ cos ax ^ • i -r i 

^=- -T+^^^ = - cost^c?x+.^ 
'0 -0 



und da 



Digiti 



izedby Google 



127 



r —ax T nBinnx — a cos nx \ a 

seiD muss, woraus für a = 0' | co&nxdx=0 folgt, so ist: 

Jo 

5^ = ^- 
Setzt man hierin j"=v, so entsteht ~ =u oder ^ v = w, 

rfa da (IM ' 

+i ^Mi|A^_iifcil^; ,„ _ ^.^ ^+« ^ c^ g_« ^^ii ^ber das vor- 

gelegte Integral mit a nicht tinendlich gross werden kann, so 
moss f j = sein , während sich für die zweite Constante 



C2== j I ^ j =i^ ergiebt. Also erhält man: 



i 



.« 







Bei letzten Differentiationen des Integrals wurde still- 
^weigend Torausgeeetzt, dass die Grenzen a und b die Grösse 
ff nicht enthalten. Betrachtet man der Reihe nach diese als 
variabel und differeutiirt, so erhält man von 79 ausgehend: 

d [fXxjdx d [fXx)dx 

Umformung bestimmter Integrale. Es sei gegeben 
h 
^(x) f(x) da?, f{x) wechsele von a? = a bis x = b nicht sein 



I. 



Zeichen, Der absolut grosseste Werth von <p{x) innerhalb der 
Grenzen x=a und x^=b sei i/, der absolut kleinste N. Als- 
dann ist von x = a hin x=b: M — (p{x) >> 0, N — q>{^)<i^', 
also fix) {M — fpix)) ^ 0, f(x) (N— <p{x)) <0, folgUch auch: 

Nffix) dx^L(x)f(x) d(x)^M {f{x) dx, 

nnd zwar gelten die untern oder oberen Zeichen, je nachdem 
f{x) positiv oder negativ ist. Im ersten Fall ist die Folge 
letzter Relation: 
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82) ](p{^)f(^) dx = &. M. ]f{x) dx, < ^ < 1 



im zweiten Fall: 

83) ((p(x)f(x) dx=,.N. \f{x) dx, < £ < 1 
in jedem Fall : 

84) 9>(^)f(^) dx == y(a + ^ (6 — äj) ]f(x) dx, < (> < 1. 

Es erschien die Abgeleitete des Restes der Taylorschen 
Summe unter der Form (s. Seite 49): 

woraus : 

oder weil F(2j) = 0: 

^ — ^ändert innerhalb der Integrationsgrenzen nicht das 
Zeichen; folglich ist nach 84: 

oder für 2— cc=ä, 1— ^=^^1 

^('") = 2...rr+i) -^^'^^+^>^)- (Vergl. 42). 
Setzt man in 84/(a?)=:l, so entseht: 

^ix) dx^^ib'-a) <p{a'\-Q(h — a)), 

Diese Gleichung auf letzte Restbetrachtung angewendet, 
indem man: 



y(a,) = _(fZl^/.+>(a,) 
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setzt, giebt: 



^»» 



aH-i 



^^>=V:ir/"^'(^ + '^(l-p)) (Vergl. 42.) 

§. 22. Annäherungsweise Berechnung bestimmter Integrale. 
Diese tann zunächst dadurch geschehen, dass man den Faktor 
von dx oder einen Theil desselben in eine unendliche Reihe 
verwandelt. Was das zweckmässigere ist, muss in jedem ge- 
gebenen Falle entschieden werden. 

Beispiele. Die Länge der Peripherie einer Ellipse der 
Hauptachsen 2a und 2b ist: 

oder wenn man x=a singt), a^ — 62=^:2^2 ^2 setzt: 



^2 

a = 4a dx.Vl — f^ sin^q}."^) 

Verwandelt man "J/l — ^^Hin^q) nach dem binomischen Lehr- 
satz in eine unendliche Reihe, so entsteht: 

7t 





oder wegen: 



f2 n-lf^ 

dg).sm^(p= dw. sin^-^o) 

^0 ^ Jo 



*) Alle Integrale von der Form 

^a -f* 5a; + cx'^ . . + px^ dx 



Ji 



]\ + Bx-\-Cx'^..+Px^ y a-\-ßx-\'yx'^-\-Sx^+nx*' ' 
in der 17 singulär auch Null sein kann, lassen sich durch passende Sub- 
stitutionen auf 

I t, ^, . ~ imd ||/i_>s2sin»9 dtp 

zurückführen und werden deshalb elliptische Integrale genannt. Ein- 
zelne Fälle dieser Reduktion findet man unter den vermischten Auf- 
gaben, üeber eine ausführliche Theorie siehe: 

Schloemilch, Compendium der hohem Analysis, 2. Aufl. 2. Theil. 

Dienger, Die Differential- und Integral-Rechnung, 2. Aufl. 2. Theil. 
Grelle, Elemente der Theorie etc. .^.^.^^^^^ GoOglc 
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.=2a,|,-(i.)'-iar:<')'-y(ii!ii<')'--}- 

Die Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels der 
Länge r ist, wenn die vertikale Höhe der Grenzlage mit A he- 
zeichnet wird: 

^ _ ^/r_ 1 ^y A y_Y\ 

oder wenn man den Faktor (l* — 2^)~ ^2^(^ dem binomischen 
Lehrsatz e'ntwickelt: 



— 2 





1 1 




Es ist aber (76), 



2 2r 



r^ 1 

y(^y . 1.3/1x2 I y'^dy . | 






also die betreffende Zeit: 



.n{'+(i)"i+©'(i^)"+s'(i)' 



+• 



Die eben vorgetragene Art der Verwandlung bestimmter 
Integrale in unendliche Reihen leidet häufig an dem üebel- 
stande, dass sich der Fehler, den man begeht, wenn mit einem 
bestimmten Gliede abgebrochen wird, nicht abschätzen lässt. 
Soll das geschehen, so muss man sich der folgenden Formel 
bedienen. 

Behandelt man die rechte Seite der leicht abzuleitenden 
Gleichung: 

Jo 
mehre Male nach der Formel judv=uv — jvdu^ so entsteht: 

/(a,+Ä) -fix)=hfix) + '^/"(x) + ^f"'(x) + ^^J*(x) 



• I 24 



/^ (aj-j-Ä — z)dz 
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oder wenn man u=h — z setzt und /(x-f-Ä)— /(o?) mit Jf(x) 
bezeichnet : 






1 jh-uy 

" I 24 < 





Dasselbe Verfahren auf die Funktionen f{x) und fXx) 
angewendet, erhält man ferner: 



^ 

^ 
Multiplicirt man jetzt die zweite der drei letzten Gleichun- 

TL r j 

gen mit ö"' ^^ dritte mit— und addirt alles, so entsteht: 

Angenommen nun, der absolut grosseste Werth von/^(a;-|-?i) 
innerhalb der Grenzen « = und u = h sei itf, so wird man, 
da u^(h — uy von w = bis u = h positiv ist, das Integral 
rechter Hand auf die Form bringen können: 

erhält also: 

oder: 

85) fi^ + h)-fix) 

= i [f'(p + K) 4-/(«)] _g [/"(x+Ä) -f"(x)] +^^. 

Setzt man endlich hierin statt x der Reihe nach a, a-j-A» 
a-|-2Ä,... ö+(» — 1) Ä, wo a + 7iÄ=6, und addirt alle so 
gebildeten Gleichungen, so ergiebt sich: 
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8B)jj\x)dx=^h\^^+f(a+h)+...+f\a+(n-l)h+-(^^ 

wenn ^^ M^ .., die jeweiligen Werthe von &M bedeuten. Ist 
unter den Grössen M^ ...Mn der grosseste -M, also M auch 
der absolut grosseste Werth von f^ (x) innerhalb der Grenzen 
x=ia und x=a-\'nh uncj & der grosseste der echten Brüche 
^1 ..-^n? SO ist: 

wo Q zwischen und 1 liegt. ()^=f gesetzt, wird der letzte 

Summand rechter Hand in 86: ^ (6 — a). Benutzt man 

also Gl. 86 zur Berechnung des Integrales, bricht hierbei mit 
dem zweiten Gliede ab, so ist der begangene Fehler kleiner 

^*® 720 

In ihrer ganzen Ausführlichkeit heisst letzte Formel: 
£/(x)da,=ÄJ-^4-/'(a + fe)+---+/(« + ("-l)'i)4--^^| 

WO B^B^.,. die BernouUi'schen Zahlen (s. S. 76) sind. 

Sezt man in 85 , nachdem darin h mit k vertauscht» ist, 
statt X der Reihe nach: a,a-|-ÄJ--« + (2< — 1) K wo a-l-2^Ä;=fe, 
addirt alles, so entsteht: 

-S{/"(&)-/"(«)} + S^*^ 

wenn wie vorhin M der absolut grosseste Werth von f^ipc) 
zwischen den Grenzen x== a und x=b und t ein positiver 
echter Bruch ist. Setzt man darauf in 85 h = 2k: 

f(^ + 2k)-f(x)=k [fXx+ 2k) ^f(x)] - § [r(x+2k)-fX^] 

"f" 720 

vertauscht jetzt x successive mit a, a-{-2Ä;, a -}- 4Ä;.. . a -f- 
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'2t — 2)fc, wo wie vorhin a-\-2tk==b., so giebt die Siunmation 
aller gebUdeten Gleichungen: 

88) J/'(:^) dx^k j/'(a) + 2f'(a + 2k) + 2f{a -\- 4ft) +. . . 
4-2/'(a+(2«-2)Ä)+/(&)} 

Ist wie vorhin M der absolut grosseste Werth vony^(a?) 
zwischen x = a und a? = 6 und ^ der grosseste der echten 
Brüche ^j...^^, so kann man den letzten Summanden rechter 

Hand in der Form geben: ^' ' ^^ , wo 0<*<1, oder für 

Multiplicirt man endlich Gl. 87 mit 4 tmd subtrahirt vom 
Produkte Ol. 88, so ergiebt sich: 

J/'C^) rf^ = |{/'(«)4-/'(i) + 4[/'(« + *)+/'(« + 3A)+... 

+/'(a + (2(-l}A)] + 2[/'(a4-2A)+/'(a4-4A)+... 
+f(a + i2t-2)k)-\]-^ib-a)M.{^\ 

WO '^^^- zwischen 4- -5- imd — -^ liegt. Setzt man demnach 
unter der Bezeichnuugsweise : 

b — a = 2tk 

m £ydx=^y,+y^ + ^(y,+y,+...+y2t-i) 

+ 2 (2/2 +2/4+- ••+2/2^-2)} 

so ist der begangene Fehler absolut genommen kleiner als 

— {b^a).M, Letzte Gleichung ist unter dem Namen der 

Simpson' sehen Formel im Gebrauch. 
•2 



Beispiel. Für | ^=^2, 6 — a=2 — l=nA = 2«Ä, . 
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n=10, A=l, «=5, Ä = i giebt 86: 

= 0,6931463 . . . Fehler < (^^^ = 0,0000033 . . .) 
und giebt 89: 

^(2)=Ä{i+4+^(ä+ä+-+S)+2(S+S+S+S)} 

= 0,6931 502 .. . Fehler < {j^^ = 0,000017 . . .). 
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II. Theorie der entwickelten Funktionen 
mehrer Variabein. 



§. 23. Die Abgeleitete nnd das Differential. Ist eme , 
Grösse u gleichzeitig abhängig von 'den Variabein a?, y^ z..^, 
so nennt man u eine Funktion von «, y^ z... und schreibt: 
u = /(£c, y 03... ). Sind a?, y, «... wieder abhängig vpn einer 
Variabein t^ indem man etwa hat: x=^q)(t\ y=tp(t),z=fn(t)...^ 
so ist im Grunde u eine Funktion der einen unabhängigen 
Variabein t und die Struktur dieser Funktion würde aicb er- 
geben durch Einsetzung der jeweiligen Werthe von a?, y, s... 
"^/(*5 I/'i z...). Alsdann würde die Bildung des Differentialen 

du und der Abgeleiteten -^ nach den in §§. 2 — 6 vorge* 

tragenen Sätzen geschehen müssen. Will man aber die EH- 
öiination von a?, y, z... nicht vollziehen, so hat man in folgtai- 
der Weise zu verfahren. 

Ist gegeben: u=f(x, y\ x=(f{t\ y:=itp(t), also x-\^Jx 
^(f^t-^-Jt)^ y']-Jy = yj(t'{-Jt)^ so muss offenbar: 

9QN Ju_ _ ßx + Jx, y + ^y)-'f(x, y) 

' dt Jt 

oder auch, wenn nämlich rechter Hand im Zähler -(-/(jc-)-^Lif, y) 
^d— /(aj-|-^aj, y) hinzugefügt wird 

^ ^ A^+^x,y)—f{x,y) . A^+^, y+^y)—A^ + ^^t if) 
dt jt "t" ^t 

^^in. Der Zähler des ersten Summanden rechter Hand ist 
die Aenderung, welche /(a;, y) erleidet, wenn x in 
^-^Jx übergeht, während y constant bleibt; man 
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nennt ihn deshalb die partielle (theilweise) Aenderung von 
/(aj, y) nach x und stellt ihn dar durch Jxf^^ty) oder durch 

^ dx. Diesem analog ist der Zähler des zweiten Summan- 
den — d. i. die Aenderung welche /(aj-{-^^? V) erleidet, wenn 
y in y'\'Jy übergeht und x hierbei unverändert bleibt — zu 

bezeichnen mit Jyf^x-^Jx, y) oder mit ^^^"^ — —Jy. Letzte 

Gleichung kann also auch in der Form: 

^du __ ^f(Xy y) Jx , ^/(a? + z/a;,y) dy 
Jt Jx dt * Jy Jt 

gegeben werden. Convergirt Jt gegen Null, was zur Folge 
hat, dass auch 4/a?, Jy und Ju verschwinden, so entstellt: 

91) u^=fJ{x, y) r^+fy'{x, y) . y\ 

Abgeleitete von Funktionen einer Variabein bildet man, 
wie bekannt, in jedem gegebenen Falle durch Differentiation; 
so wird also /xX^j y) dadurch hergestellt werden, dass /(sc, y) 
differentiirt wird, indem man nur x als veränderlich ansieht 
oder wie man sagt, durch partielle Differentiation von /(cc, y) 
nach x\ fy{x^ y) durch partielle Differentiation von /(sc, y) 
nach y. Drückt man dieses in der Formel aus, indem noch 
der Fall des partiellen Differentiirens von dem bisherigen ^auch 
äusserlich dadurch unterschieden wird, dass man vor die zu 
differentürende Funktion ein l statt des bis jetzt üblichen d 
setzt, so entsteht: 
no\ ^,1 _ ^ yi«» y) ^ _L ^ /ta?. y) ^y 

^^^ ^ — dx 11 + dy ~dt' 

oder wenn endlich der Symmetrie wegen auch die Nenner dx 
und dy geschrieben werden Ix und ly: 

QQN ,,i _ S yiaJ, y) dx , l fix, y) dy 

^"^^ ^ — dx IT "1 W~ dt • 

Da u eine Funktion der einen unabhängigen Variabein t 
ist, so muss ihr Differential = m^ d^ sein. Aus 93 folgt also 
noch durch Multiplikation mit dt: 

94) du = '-J^ä.^'-^dy = ^d. + ^äy. , 

Es ist leicht, die in 93 und 94 liegenden Sätze auf jede 
Anzahl von Variabein zu übertragen. 
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so wird man erhalten: 

0K\ ,.i ^ ^ j« ^ ^ J« t If dxn 

96) rft.=,^d^, + ^^^^^...^^^^^. 

Ist nur die eine Gleichung u=f(x, y) gegeben, so sind 
X und y vollständig unabhängig von einander, d. h. eine Ver- 
fügung über einen Zahlwerth einer der beiden Variabein x 
oder y zwingt nicht zu einem bestimmten Zahlwerth der 
anderen Variabein. Auf ein dreiachsiges räumliches Coordi- 
natensystem bezogen ist u=f(x, y) die Gleichung einer Fläche, 
welche continuirlich verläuft, wenn u mit x und mit y stetig 
ist. In diesem Fall, und der wird in dem Folgenden stets 
vorausgesetzt, schneidet jede Ebene die Fläche in einer conti- 
nuirlichen Linie. Die Tangente an derartige Schnitte, irgend 
wie winkelrecht zur 2/-Achse angelegt, schliesst unter der An- 
nahme orthogonaler Goordinaten- Achsen mit der cc- Achse einen 

Winkel ein, dessen trigonometrische Tangente -^ ist, während 

^ die trigonometrische Tangente des Winkeiis bedeutet, den 

die einen zur sc-Achse normalen Schnitt berührende Gerade 

mit der ?/- Achse bildet. Die Summe ^-f--^, an und für 

sich genommen, hat keine bestimmte geometrische Be- 
deutung. Will man sie trotzdem, etwa um geeigneten Falles 
abzukürzen, die totale Abgeleitete nennen und der Analogie 
halber mit v} bezeichnen, so beruht die Gleichung 

97) ^i=|ü i.|ü 

iiur auf einer neuen Convention, und man darf die Sache nicht 
so auffassen, als ob m^, wie bislang eine Abgeleitete, auch 
ein Differential -Quotient wäre. 

Zur Bildung von du, welches der Theil von Ju ist, dessen 
Glieder die Faktoren Jx und Jy nur je in der ersten Potenz 
enthalten, gehe man aus von: 

Ju^f(x+Jx, y^Jy)—f(x, y) 

==[f(x+Jx, y)—f{x, y)] + [f(x-^Jx, y^Jy)—f(x+Jx, y)] 
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Der erste Summand ist die partielle Aenderung von /(a;, y) 
nach a;, der zweite die partielle Aenderung von f{x -|- Jx^ y) 
nach y\ man hat also: 

oder indem man auf das Verhältniss zwischen dem Diflferenz- 
qiK>tieiiten und der ersen Abgeleiteten zurückgeht: 

^u=(fj{x, y)-j^aJx)Jx+(fy\x+Jx, y)+ßJy)Jy' 
Ferner ist aber: 



f/(^^J^, y)-fA-, s^)=^^'^-=(^^+y.^-) 



^X 



also: 



f,Xx+Jx, y)=fy\x, 2/)-| — L — JxAry^x^, 



in Rücki^icht worauf der zuletzt für Ju erhaltene Werth auf 
die Fonn: 

J^=fz{x, y).Jx'{-a.Jx^+fyXx, y).Jy'\ ^^^^Jxjy 

-\-yJx^ Jy-\-ßJy'^ 
gebraclit werden kann. Hieraus geht hervor, dass: 

98) du=f,x^, yy^^+fyX^:yy'^y=^dx+^ dy 

sein rauss, dass also das totale Differential gleich 
der Summe der partiellen Differentiale ist. 

Dieser Satz behält auch dann seine Güligkeit, wenn 
u^=f{x\ y) und y=g)(x) ist. Denn wenn aus x wird X'\-Jx^ 
so gellt y über in y-\-Jy^ u in u-f-z/xW, so dass 

J^u =f(x -\^Jx,y + Jy) —f(x, y) 

=/(a^+z/aj, y-\-Jy) —f(x+Jx, y)-^f(x^Jx, y)—f(x, y) 

^ Jfjx + Jx, y) . df(x, y) 

sein mu3B. Beim Uebergang zur Grenze (^a3=0) wird aus 

letzter Gleichung also, nachdei 

ien: 

'^'!x=fy{x, y)'(f'{x)'\-fj{x, y). 
oder: 

^ __ ^/(a?, y) dy ^ l fix, y) 
* "by dcc "• "bx 
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also endlich: 



u'^.dx=du = y^^^y^- dx + ^J^ dy. 

Hiermit ist wieder gezeigt^ dass, wenn in u=f(x^ y), wo 
if:=^{x) ist, 31 und Jx anwächst, der Theil der Aendening 

von 11, welcher die erste Potenz von Jx als Faktor hat: ^ Jx 

~^ ^ (L ^ ^ ^^^' ^^^^ ^^* anderen Worten, dass das Difife- 
rential Yon u wieder wie vorhin gleich der Summe der par- 
tiellen Differentiale ist. 

Die zuletzt bemesenen Sätze lassen sich* leicht constatiren 
für jede beliebige Anzahl von Variabein. Man kommt alsdann 
m diesem allgemeinen Theorem, das, wie sich bereits in der 
Theorie der Funktionen einer Variabein gezeigt hat, die Basis 
jeder Anwendung der Differential-Rechnung bildet, 
bt: 

fi=^a;j, a?2i »3... x^, Xp^i, a?p+2, ... «n) 

imd besteht zwischen den p ersten unter einander vollkommen 
nnabhängigen Variübclu und den n — p letzten deshalb eine 
gewisse Abhängigkeit, weil noch das System von Gleichungen: 



^n ~(pn—p\Xi^ a?2, a?3 .. Xp) 

gegeben ist, so ^nnl, wenn x^ um a^, a?2 um aj .. »p um Up 
anwächst, der mit du zu bezeichnende Theil der Aenderung von 
«1 welcher nach a^, a^ - dp linear ist, sein: 

^ L^oTi ' äic^i Ixi » dx^^ dx^ » » dx^ SaJi J 1 

+ -^^ 

In dieser allgemeinen Formel steckt auch der Fall, in 
welchem eine oder mehre der letzten n — p Variabein Xp^i.,.Xn 
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nur von einer oder von einigen, nicht aber von allen der j) 
ersten abhängig ist. Wäre z. B. a^i=^^(a?j, x^^ so hätte 

es reducirt sich also 99 von selbst auf den jetzt richtigen Werth. 



Beispiel. Für m = arc sin 1/ ^aT^a ist, gleichgültig 
ob X und y von einander abhängig oder unabhängig sind, du 

_ -,^2 xydx^x-^dy ^u ___xy\/2___ , Tlu , 

= - {ir»+y2)i/i2Tf^ ^y- Sind a? und y abhängig von einer 

vierten Variabein, also auch abhängig von einander, indem 
etwa aj=^cos^, y=sin«, demnach <ix= — smt.dtj dy = coHt,dt 
ist, so erhält man: 

I ^tt 1 /r» — xy8mt — x^ cos t , /-^ cos / 

dt ^ (x^ + y^)\/x^ — y^ ^ "j/cos2r 

während für den Fall, dass x und y von einander unabhängig 
sind: 



mI = )/2 



apy- 



ist. 



Für «=arctgy ;:-^;+;; , a. = eVi-^\ y^t^ ist 

I te + 5y ^ 

14* = ====== . 

l/a^-ix^-y^y 
Für tt=Z(i»+|/Äj2^y2^ 

ist^dx=— ^=, |^c?y=; ^M—y= 

dx y^j^i^y^' ly ^ ((x+yaj^+2/2)]/«2+y2 

att = -^^ -r . 

Für M = arctg^^ ^^ ^^ 



'yx^ — y^ + z^ ^l/a;2 -.2/2 — 22 
igt ^y_ g —xzdx + yzdy + (x^'-y^)dz 
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§. ^4. Die Abgeleiteten und Differentiale hölierer Ord- 
nungen. Diese bilden sich auf Grund der in §§. 23 und 9 
enthaltenen Definitionen und Lehrsätze und erscheinen in ein- 
fachster Form unter Benutzung des folgenden Satzes über die 
Reihenfolge beim Dififerentiiren. 

Wächst in u=f(x, y) x um Jx an, so wird aus u be- 
kanntlich tt-j-^aW=/(aj-{-^a;, y); nimmt jetzt auch y xna Jy 
zu, so entsteht: 

100) U-^ JxU-\- Jy (u-\^ JxU) = U-]^ JxU-^ JyU-\' Jy JxU 

Lässt man dagegen in u==f(x^ y) erst y mn. Jy^ darauf 
as um Jx anwachsen, so ergiebt sich: 

U'\-JyU-\''JxU'\-J^JyU=f(x-\-Jx, y^Jy\ 
welche Gleichung in Verbindung mit 100 zunächst zu 

101) JyJxU = JxJyU 

führt. Es ist aber weiter: 

JxU = aJx-^ßJx'^ 
WO a=^ und ß im Allgemeinen eine Funktion von x und y 

ist, und auch positive Potenzen von Jx enthalten kann. Folg- 
lich muss: 

JyJxU = J^ . JX'\-Jyß . JX^, 

und zwar: 

Jya = a^Jy+ß^Jy^ 

Jyß=a2Jy+ß2^y^ 

sein, wo «i = ^und ß^^ «2, ß2 im Allgemeinen Funktionen von 

X und y sind und positive Potenzen zum Theil von Jx^ von 
Jy^ oder von beiden. enthalten können. Man erhält also: 

JyJxU = a^JxJy'^ß^JxJy^-\-a2JyJx^-\-ß2JiiO^Jy^' 
Durch ähnUche Betrachtungen ergiebt sich: 

Jx JyU = a^ Jx Jy -^-b^ Jx Jy^ -{-a2 Jy JiXi^ -{-^2 ^^^ ^y^^ 
wo aj=^, a=^und 6j, aj, 62 den Charakter von /Jj, «j? /^2 
haben. Auf Grund von 101 muss also: 

«1 -f-/^i ^y + «2 ^^+ß2 JxJy = ai+f>^ ^y + "2 ^aj-j-Jj Jxjy 
für jedes beliebige Jx und Jy sein, was offenbar nur möglich 
ist, weijn: 
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d. i. 

3»« 3»tt 



®_>(^) 



^ "hy. "bx 'bx'hy "hy "bx' 

Gl. 102 lässt sich leicht verallgemeinem. Betrachtet man 
nämlich u als partielle erste Abgeleitete nach x einer Funk- 
tion V von X und y, so hat man einerseits: 

'bx'by bylix 'hx'^'hy'^'hx'by'hx'* 

und andrerseits: 

^ac ^05 3a;3y^a5 Sy 5a5^ ' 

worans : 

bx'^by bxbybx by'bx'^' 

Für die zweite, dritte... w*® Abgeleitete von u=f(x^ y) er- 
hält man nunmehr: 






, n(n-l) ^y_ , ^ 37 , 3^ 

n— 2 "T '* " 



Ist dagegen neben u==f(x^ y): aj = y(«), y = xfj(t)y so 
hat man: 

j dw bf dx jbf dy 

^^ ^ Ixdi'^bydi 



u_d-iu_b^ffdxyj^ ^y ^a^^y I ^V{^y\ \ V^^a^ I 

'' ~ d«» ~ ^a;^ Vd« y "»" "^ Sa; by dt dt ' Sy^ \dij •" Sa: d<^ "» 

..m^.d'^^'^'ffdxW o S3/ fdxVdy . ^ b^f dxfdyV 
^ ^ ii<3 — ^a.3 V^dJ "r^2)aj» Sy VcJ^y d< "»"^ Sa: V ^< V«^^'/ 

I sy/^Y , oSv^^ I q jy_^^y 

'^by^KdtJ '^^bx'^dt dt^'^^bxbydt dt^ 

. Q bV dyd'^x , c^b^fdyd^y , bfd^x.bfd^ 
"^^bxbydt d<^ "T" ^ Sy2 d^ d^2 "T ^aj d^3 -r jjy ^^3 



by dt^ 



U. 8. W. 



§. 25. Taylor'ß und Maclaurin'ß Sata. /(a?+A, 2/+*) l^^i^^^ 
als der specielle Fall von/(a;+Ä«, y-\'M) für t=\ angesehen 
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werfleiL Letzten Ausdruck zunächBt für beliebige t als Funk- 
tion Ton ( betrachtend und deshalb kurzweg mit F(t) bezeich- 
nend, erhält man aber nach 40: 

103) l'Xt) = ^(0) -f ,< F\Qi) -f y F"(0) -f. . . 

wo die Faktoren der Potenzen von t sich folgendermaasseu 
durch die Funktion /(a?, y) darstellen lassen. 
Für £t-|-A^=u, y-{-kt=iv ist: 

m)=A^+ht, y + kt)==f(u, v) 
Bhüi 

^ ^ dt ßu * ov 

, PCP-I) y/[«, t>) j^2 ,2 , 
-r- 1.2 (3„)P-«(3«)» f*" 1^ ^^■' 
Substituirt man diese Werthe, nachdem t mit vertausilit 
ist, in 103 , setzt darauf < = 1 und bedenkt rücksichtlich des 

Bestghedes, dass wegen \J ' = — 3^=^^^+^ = 
^''/^a4-ft^y + fc0 ^ a''/1[a; + »A,y+»A:) 

sein muBs, so entsteht: 

104) f{x^h,y + k)=^f{x,y) + h^+k^ 



"2.. («+!)[' 






•)/iityra5,y). , 
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■^ 3»»+* J* 

Set/.t man x=y=^0 und vertauscht darauf A mit x, k mit 
y, so ergiebt sich: 

Setzt man dagegen in 104 05=4=0 und vertauscht dar- 
auf h mit X, so erhält man: 

JW y)—J\«i y;*=o-t-« 3a,^ -t- 2 3«»^ -1-2.3 3«»^ 

während endlich für y=Ä=0 und nachheriger Vertauschung 
des k mit y aus 104 wird: 

A«. y;— /(.«. 2^;»=0-t-2/ 3j,^ -t- 2 3j,^ -1-2.3 3y3^ 

+ ... + Än. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich die Sätze von Taylor 
und Maclaurin auf Funktionjen von drei und noch mehr 
Variabein ausdehnen. Ganz allgemein ist für n Veränderliche, 
und zwar gleichgültig, ob diese von einander unabhängig sind 
oder nicht: 
105) /(aJi+Äj, a;2+Ä2 ...a;„4-*n)=/(«i, a?2---^n) 

§. 26. Maximum und Miwimiiin . Je nachdem /(os, y) für 
ein gewisses a? und ein gewisses y grösser oder kleiner ist als 
die unmittelbar vorhergehenden und folgenden Funktional- 
werthe, wird /(a?, y) für dieses x und für dieses y ein Maxi- 



*) / ist f(x, y). 

**) / bedeutet /(x^^ ac,. . .Xn), 
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mum oder Minimum genannt. Fällt also ^=/(aj-f.Ä, y+Ä) 
—f(x^ y) für beliebig kleine positive oder negative 
k und Ar negativ aus, wenn in jene Differenz statt der Varia- 
bein X und y bestimmte Werthe eingesetzt sind, so machen 
diese die Funktion zu einem Maximum; positiv, zu einem 
Minimum. Nach 104 ist aber: 

oder wenn j-^i gesetzt wird, wo q jede Grösse zwischen 

— X und + OD sein kann, da x und y, also auch h und k 
von einander unabhängig sind: 

Der Werth von J in dieser Form zeigt, dass unter den 
pbwaltenden Umständen das Vorzeichen von J mit dem von 

U,^ l^ A zusammenfällt, dass folglich das Vorzeichen von 

nur dann von dem des k unabhängig ist, mit anderen 
(orteu^ dass nur dann ein Maximum bez. Minimum zu Stande 
biimen kann, wenn für jedes beliebige 5: 



dM. wenn: 






hl Ob die durch Auflösung dieser Gleichungen erhaltenen 
^\|rthe von x und y die gegebene Funktion zu einem Maximum 
pT Minimum machen, hängt, wie man leicht überblickt, jetzt 
i(|von ab, dass dieselben der Summe: 

fein bestimmtes Vorzeichen ertheilen, was man sich auch unter 
q denken möge. Je nachdem dieses -- oder -f- ist, wird /(a?, y) 
tin Maximum oder Minimum. 
Formt man S um in: 



t^reUe, Etemfisle der Theorie etc. 10 
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^\ 

so lässt sich nunmehr folgendes erkennen: 

I- ^^* 5^ 5^ > (3^) ' ^^^ ^^^ ^^8^'^*^' ^^^^ 5^ ™* V 
dasselbe Vorzeichen haben, so ist der «ireite Faktor in S die 
Summe zweier positiver Grössen, also für jedes q positiv. 
Folglich ist unter der gemachten Voraussetzung das Vorzeichen 
von S unabhängig von q und es wird /(a?, y) ein Maximum 

oder Minimum, jenachdem g-^ und damit auch g-^^^ ist. 

IL Ist 5-4 §~^ < \T^f ' ^^ ^^^ ^^® Vorzeichen von S sich 
mit den Werthen von q ändern; in diesem Fall giebt es also 
weder Maximum noch Minimum. 

III. Ist ^ ^ = \h^) ' ^^ ^^^^ ^ ^^* Ausnahme eines 
0? 2/ X y ay 

Werthes von gr — nämlich y = 1^ — das Vorzeichen von 

s-4 haben. Für diesen Werth von q ist /S=0. Man hat den- 
selben nunmehr in (g» ^Jf + 3^^ ,-^ + 3? ä||. + 5^) fi 
einzusetzen; verschwindet alsdann dieses Produkt nicht, so 
kann weder Maximum noch Minimum eintreten, da letzte Grösse 
mit k das Zeichen wechselt. Erhält man dagegen Null, so 
kommt es auf das Vorzeichen des nächstfolgenden Gliedes in 
106, nachdem darin statt q der betreffende Zahlwerth einge- 
setzt ist, an. Je nachdem dieses übereinstimmend mit dem von 
^ -{- oder — ist, erhält man ein Minimum oder Maximum, 
während im Fall der Nichtübereinstimmung keines von beiden 
eintritt, ü. s. w. 

IV Ist^-i^-0 ^>0 ^^-0 oder^'-^>0 ^'•^— O 



— 0, so entspricht im | .^ Fall 
S« öy ' ^ ( zweiten 

/ positiven l^^f ■ / Minimum 

1 negativen ^2/^ . \ Maximum 
emem ( em ( 

1 positiven ^'z/ j Minimum 

[ negativen 5S^ [Maximum. ,,,,edby Google 
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V- lst^=0, ^=0, 5^^0, so giebt es weder Mari- 
mum noch Minimum. 

VI. I8t^ = 0, ^ = 0, jj^ = 0, so muss auch, soll ein 

Maximum oder Minimum möglich sein, :^ = ^ ,*\ = ^ / ^ 

= x-j=0 werden. Ob alsdann ein solches eintritt und was 

Ton beiden, entscheidet die Untersuchung des folgenden Gliedes 
in 106. Allein in diesem Fall wie in III. ist es praktischer, 
durch üeberlegung oder Versuch die Entscheidung herbei- 
zufiihren, 

Ist u '-=f(x, y-f z)^ so machen die Werthe von «, y und z 
u zu einem Maximum bez. Minimum, welche den Gleichungen: 

^o^) ^=0. 1=0, 1=0 

genügen und der Summe: 

das Vorzeichen — oder -|- ertheilen, wie klein und mit welchem 
Vorzeichen behaftet man sich ä, k und r auch denken möge. 
Setzt man: 

so geht 5 in: 

Über, wo nunmehr p und j irgend zwei zwischen -[- <» und 
-« liegende Zahlen bedeuten. Wird also der Abkürzung 

halber: 

^^/i ^V_o ^^f_r ^^—n ^IL—v ^'^—p 
;, so machen die Auflösungen der Gleichungen 107 w.zu 



I 



\ Maximum i^. ,. 

einem ' ,. . , wenn fiir diese 

( Mmimum 

miü ausfällt für jedes beliebige p und q zwischen -f- od 
und — X. Weil aber: 
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= ^1(2+^) +—02-] [(y+ 2+2g/+g'c ) . 

't\^^ — -^)^ {A + ^qB + q^C)'^ J 

ißt, SO ergiebt sich: 

Ist ilC - 52 > 0, i'ü — i;2 > 0, AP — 2)2 > 0, 

(jli'^-i)2)(i'"C— £2)_(ßir_2)£)2^0, so folgt au8:{ C < 

ein I m|. • ; ist eine jener Differenzen negativ, so giebt 

es weder Maximum noch Minimum; ist eine der Differenzen 
(oder mehre) gleich Null, so kann ein Max. Min. zu Stande 
kommen. Ob ein solches eintritt und was von beiden, ent- 
sc'liciden die in A, i, r cubischen und biquadratischen Glieder 
der Entwickelung von/(aj + Ä, t/ + &, z^r) oder was alsdann 
mehr zu empfehlen, angemessene Versuche. Ist -4 = 0, so giebt 
es ein Max. Min., wenn auch jB = Z) == und FC — jB2 > 

ist: alsdann entscheidet das Vorzeichen von ^{ oder :r-^. Ver- 

schwinden auch diese Grössen oder ist FC — E^=iO^ so muss 
man wieder an die schon erwähnten cubischen Glieder etc. 
appelliren oder durch Probe entscheiden. U. s. w. f. 

Beispiele. 
1) u = x^ '\-y^ — ^axy 

Die Gleichungen a?2 — ^y---Qy2 — aa?=0 geben: , . 

Das erste Paar a?=0, y = macht u weder zu einem 
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Maximum noch Minimum; das zweite Paar x=a^ J/=a macht 
u zu einem Maximum oder Minimum, jenachdem a^O ist. 
2) 0=Ä?4 4-3/4 _ 2x2 -f-4icy— 2^24-10 
Die partiellen ersten Abgeleiteten verschwinden für: 

a?=+l/2 »^=--1/2 a? = Di^ ^^^^^^ ^j.g^^j^ p^aj.g ^3ggr 

i^=-i/2'3^ = +l/2 2/ = 

Auflösungen machen, wie die Ausrechnung zeigt, u zu einem 

Minimum. Für^ = ^st: ^ = -4, ^=4-4, -^ = -4, 

also ^^ y4^ = (§— y-) . Die in der allgemeinen Abhandlung 
mit J bezeichnete Grösse ist also für jedes j negativ , mit 

-|j-^l= 1. Für gf=l und ac=y = 
Saj^ ) a; = y==0 
ist nun allerdings jS 4. 3^2 _|^ 4. 3,^ _1^^ + |!^ 

= 24jr3 X 4- 24y=0, wird aber q^ J*{ 4-. . .4- 1^ positiv; folg- 
lich tritt für a?5=y = weder Maximum noch Minimum ein. 
Dieses Resultat bestätigt auch die Probe. 
3) w = a;3 yi (a — X — y). 

x=-^ x=0 
Die partiellen ersten Abgeleiteten verschwinden für : ^ ^ , 

Das erste System dfer Auflösungen macht u zu einem 
Maximum; für aj=i/ = dagegen verschwinden sämmtliche 
2ten^ 3t6n jjj^^ 4ten Abgeleiteten und von den 5*«" alle bis auf 

hi^yi'i ^ofiir man 12a erhält. Folglich entsteht für a?=2/=0 

weder Maximum noch Minimum. 

4) Die kürzeste Entfernung eines gegebenen Punktes 
von einer gegebenen JEbene zu bestimmen. 

5) Aus gegebenem Dreiecks-Umfang das grosseste Dreieck 
zu construiren. 

§. 27. Die Formen^, ^, O.oo etc. Bekommt /(«, y) 

sowohl wie F(x^ y) für £c=a, y=b den Werth Null, so ist: 
f{ a+h, h+k) 
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oder wenn -^ =z q gesetzt wird: 



/(g + Arg, b + k) 
F(a + kq, b+k) 



IF . -bF . k i ^2^F , „ b^F , l^Fi , 



Hieraus entsteht für ä;=0 



JTa, 6) 



_^j ^ -bx ^ 2y 




" 3a5 ' Sy 'x = a, y=b 



Solange x und y von einander unabhängig sind, d. i. 
solange -^ j^de beliebige Grösse sein kann , wird der Werth 

^on i~-^ = -^ ein unbestimmter bleiben, es müssten denn 

zufälliger Weise -y- und -y- oder y- und y- gleichzeitig für 

a;^^a, y=6 verschwinden, oder j auf andere Weise zu ent- 
fernen sein. 

Beispiel. (^±^) ,=^1^ 

1^ Vos' — yVx = y = l •23—1 

(l + Bm(« + |)-cos(3,-|) 









(l + sin(a:-^)+C08(y + -|) 
In '§. 16 ist bereits gezeigt, wie die Formen ^, O.oo ^ 

1* 00^, 0®, 00 — 00 auf die Form — zurükgefährt werden 

können. 

g. 28. Das Integral /(P rfa; 4- Q rfy) , wo P und Q im 
Allgemeinen Funktionen von x und y sind. Ein Aus- 
druck von der Form Pdx'\-Qdy ist nur unter gewissen Be- 



*j / bedeutet f{x, y), 
**) F bedeutet F(Xy y). 
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dingüngen das totale Differential einer Funktion der beiden 
tmabbängigen Variabein x und y, kann also auch nur unter 
diesen Bedingungen integrirt werden. Nimmt man, um diese 
zu erhalten, an, dass Pdx'\'Qdy durch Differentiation von 
n^f(x^ y) entstanden, so muss: 

Pihß'\'Qdy=zdu = Y~^'\'"y~ ^V 
sein, woraus als die erwähnte Bedingung: 

ty hx'by "hx 

folgt. Wird diese erfüllt, so kann man für u zunächst den 

Werth entwickeln: 

106) M=jPdaj4-y, 

wo bei der Bestimmung von jPdxy als constant angesehen 

wird und Y nur eine Funktion von y sein kann. Denn aus 

108 folgt durch partielle Differentation nach x: 

^ dx = Pdx-^^^ dx, 

was wegen P^~ nur möglich ist, wenn ^ = 0, d. i. wenn 

Y frei von x ist. Zur Bestimmung von F leite man aus 107 
durch Differentiation nach y ah: 

lu _ }iSPdx . dY 
und hieraus: 

SO dasg sich schliesslich ergiebt: 

- ((Pdx + Q dy) =jPdx +j(Q - ^-^) dy + a 

Unter Umstanden kann es zweckmässiger sein, zuerst 
Pdx-i-Qdy nach y zu integriren; alsdann stellt sich die ge- 
suchte Funktion in dieser Form dar: 

Es ist nach diesen Ausführungen leicht, {(Pdx-^-Qdy'^'Bdz) 
vl, s, w. zu bestimmen. 
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Beispiele. 






;— arctg^Vf-¥ — C 






§. 29. Das Doppel -Integra Xf/(^i ^) dxdy. Die Fläche 
der Gleichung z=f{x^ y) wird durch zwei Ebenen rechtwinklig 
zur a:- Achse — x=a^ x = A — und durch zwei Ebenen recht- 
winklig zur y- Achse — y = 6, y = B — geschnitten. Diese 
vier lOljenen, der dazwischen liegende Theil der Fläche und 
dessen Projektion auf aiy- Ebene begrenzen einen Körper, 
dessen Volumen bestimmt werden soll. Theüt man A — a in 
n gleiche Theile Jx: A — a=7i Jx^ legt durch jeden Theilpunkt 
eine zur «-Achse senkrechte Ebene, so werden die Inhalte der 
Figuren, in welchen diese Ebenen den betreffenden Körper 

schneiden, durch /(a?, y) dy dargestellt. Lässt man in diesem 

Integral x zunächst sprungweiße um Jx variiren von x=a 
bis x=^A — Jx^ multiplicirt jeden der so erhaltenen Integral- 
werthe mit Jx und addirt alles, bildet also: 
x =.A — Jx j^ 

^ JxAf(x, y) dy 

x = a 

80 stellt dieser Ausdruck eine Summe prismatischer Körper dar, 

üigitized by LjOOQ IC 



153 



welche mit unendlich wachsendem n gegen das zu bestimmende 
Volumen convergirt.*) Dieses ist also: 



V=(dxffix,y)dy. 

Ja Jh 



Hätte man dagegen zunächst B — 6 in m gleiche Theile 
Jy: B — b=m Jy zerlegt, durch jeden Theilpunkt einen Schnitt 
winkelrecht zur y- Achse geführt, so wäre der Inhalt jeder 

rA 

dieser Schnittfiguren /(a?, ?/)da?, also das betreffende Volumen: 

Ja 
rB--Jy rA rB . rA 

F=Gr Jy f(x, y)dx=] dy \ f(x, y) dy 

Jb Ja ^b Ja 

woraus sogleich hervorgeht, dass bei constanten Grenzen(a,^,6, J5) 

eine Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen gestattet ist. 

Ist die Basis des Körpers in der a;y-Ebene die Curve 

MNOP (Fig. 27), die Gleichung der MNOy y — (p{x), der 
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*) Der Grund hierfür liegt in dem Umstände, dass, wenn man dem 
zu berechnenden Körper Prismen oben angegebener Art in analoger Weise 
wie einer zu quadrirenden Fläche Rechtecke (§. 7) ein- und umschreibt, 
die Differenz derselben mit unendlich wachsender Anzahl derselben gegen 
NuU convergirt. ^ . 
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MPO-i y=0(x) und sind die aj-Werthe der extremen Punkte 
M und bez. a und A^ so ist der Inhalt des in der Ent- 
farnung x yom Coordinaten-Anfang angelegten Schnittes aßyä 

r0(x) rA n^{x) 

durch /(a?, y) dy^ also das Volumen selbst durch dx f(x, y) dy 

J(p{x) Ja Jq>ix) 

dargestellt, während, führt man erst Schnitte (a^ ßi y^ S^) 
wiukelrecht zur y- Achse, setzt als Gleichung der NMP: x=y4j/)^ 
äüv NOP: X == V(y) voraus und bezeichnet die y-Ordinaten 
der extremen Punkte N und P mit b und JB, sich für das 

Volumen ergiebt: dy /(a?, y) dx. 
ß Miy) 
So lässt sich das Volumen des dreiachsigen EUipsoides 

^ "F |2' 4* "^ = 1 durch 6 verschiedene Doppel - Integrale 
darstellen : 

^ *^ 






-8&jk l'(/i-^-5rf2=86j dz iyi_?:^f: dx 

Ein reiches Material zu weiteren üebungen findet sich 
unter den vermischten -Aufgaben. Kehrt die Fläche der Gleichung 
z=f(x^y) der a?y-Ebene nur ihre concave Seite zu, liegen also die 
Schnitte irgend welcher Ebenen mit der Fläche concav gegen die 
Spuren dieser Ebenen in der ZZ-Ebene, so lässt sich der Theil 
ahcd (Fig. 28) der Fläche, welcher durch Schnittfiguren be- 
grünet wird, deren Ebenen bez. zur X-Achse {eh da^ fg cb) und 
F-Achse (efbd^ hgcd) senkrecht liegen, je in der Entfernung 
Jx und Jy, folgendermaassen zwischen Grenzen legen. 

Legt man an die Fläche in d (a?, y^ z) eine Berührungs- 
Ebene E^ die bekanntlich mit der ZF-Ebene einen Winkel q) ein- 
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mg. 28. 




schliesst, dessen cosinus den absoluten Werth — . 

hat, verlängert die Schnitte hdae u. s. w. bis zum Durch- 
schnitt mit der E: da^b^c^^ so ist nach einem bekannten Satz 
der Stereometrie: 

Fläche ahcd<^a^b^ Cyd-^daa^-\-dcc^'{-cc^b^b-\'bb^a^a, 
also auch, wenn man die Sehnen da, de, c6, ba zieht: 
Fläche abcd<^a^ b^ Cj d-j-daa^ -(-dccj -{-cbb^ c^ -{-baa^ 6j. 
Legt man femer einerseits durch die Punkte a, d und c, 
andrerseits durch die Punkte a,' b und c eine Ebene, so ist 
Fläche abcd > A ade -f- ^ «6c. 
Wegen 

dh =f(x, y) = z 

ae =/(«, y + Jy) = Z'\'JyZ = '^Jy 
bf =f(x'{'Jx, y'\-Jy) = Z'\-Jz 

<^i^=^+£^y 



ist aber: 






<^i9= ^ + yi^^ 
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dcci=hdcig-hdcg=^{£ - ^)jx^ 

^«1^ = (si ^J' + Y ä ^«' - 1- ^^- i ^^) ^a^' 
woraus in Verbindung mit 

und 

^z = ^Jx-\-^Jy-\-aJx^'{'ßJxJy'{-yJy^ etc. 
wird : 

Fl. «6c.<^.^, yi+(?j+(sr+i(i-$^3^^ 

-ßjxjy-yjy^ eicjJy + ^(^^-^)jy-aJx^ 

— ßjxjy — yJy'^ etcMa?. 
Endlich ist wegen 

cos (ade, Zr)=— — ^ =:, 

■ y"+(S)'+($)' 

cos (a6c, Zy) = ^ : 

oder da: 

— Ty'^y —y^Jy^ etc. 

^=^^Jx-\-aJx'^'\-ßJxJy-\-y2Jy^ etc. 

"hz 
Jz — J^=^y )dy -^a^Jx^ -\-ßJxJy^y^Jy'^ etc. 
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ist, also auch: 

sein muss, wo X und (i Grössen bedeuten, die mit Jx und Jy 
verschwinden: 



Fläche ahcd>\jxjy'^l + {^\{f)" 

Lässt man jetzt x und y die nöthigen Intervalle durt^h- 
laiifen, geht zur Grenze über (^«=0, Jy = 0), so ergiel)t 
sich für den Inhalt der Gesammtfläche das sogenannte Com- 
planations-Integral : 

dessen Gültigkeit durch Betrachtungen, den vorigen gariT: 
analog, auch für convexe Flächen leicht bewiesen werden kann, 
so dass es also unter allen Umständen besteht: ein Resultat, 
welches sich auch dahin aussprechen lässt, dass das unendli< ti 
kleine Element einer Fläche das Viereck da^b^c^ des Inhalts 

Für die Oberfläche der Kugel x^ -^y^ -{-z^ = r^ erhtllt 
man hiernach: 

/•»• /*V r2 — x^ ^^ 

0=8 I dx I ——^M== = 4.r7i dx=:ir^n. 

J Q J Q J Q 

Weitere Beispiele findet man unter den vermischten Auf- 
gaben. 

§. 30. Transformation der Doppel- und dreifachen Integrale 
durch Einföthrnng neuer Variabein. Betrachtet man die Werthe, 
welche /(o?, y) successive erhält, wenn x und y gewisse Intcr- 

valle durchlaufen, als Längenzahlen, so stellt j \f{^',y)dxfly 

4as Volumen eines bestimmten Körpers dar und zwar wird 
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derselbe bei seiner Berechnung durch letztes Integral als eine 
Summe von unendlich vielen geraden Prismen der unendlich 
kleinen rechteckförmigen Basis dx dy aufgefasst. Offenbar ist 
letzter Umstand keine Nothwendigkeit. Man würde auch Pris- 
men mit irgend anderen unendlich kleinen Basen nehmen 
können, falls sich letzte nur in stetiger Weise aneinander 

— 05« 

schlössen. Z. B. Durch Rotation der Curve s=e (Fig. 25) 

um die «--4chse entsteht eine Fläche der Gleichung « == e , 

welche mit der xy - Ebene einen Körper begrenzt , dessen 

Volumen zunächst durch 4 dy \dxe dargestellt wer- 

-'o ^Q- 
den kann. Denkt man sich aber einmal ein System gerader 
Kreis -Cylinder, deren Achse die AZ ist und einandermal ein 
System von Ebenen durch die Z- Achse angelegt, so erscheint 
der betreffender Körper auch als Summe der Elemente von der 
Form aßyS a^ ß^ y^ i^ , weshalb man als Volumen desselben 
auch erhält: 



i \d(f) \dr(ai 

•^0 «^0 



'ß yi^i); 

Aus diesen Bemerkungen leitet sich ab die Lösung des 
Problems: JSf(^^ y) dx dy durch Einführung neuer Variabein 
u und V, die zu den gegebenen Variabein in der Beziehung: 

X = (f)(u^ v) 

y = yj{u, v) 
stehen, umzuformen. 

Nimmt u \xm Ju zu, so geht x über in x 4-^-^^ = ^ 

-f- ^u«?, 2/int/-|-^^w = t/4" ^nV' Diese neuen Werthe von 
X und y bestimmen in der ccy- Ebene einen zweiten Punkt pji 
der sich mit dem Punkt p^ der ursprünglichen x- und y- Werthe 
durch eine Linie verbindet, wenn man sich Ju das Intervall 
von bis Ju stetig durchlaufend denkt. Geht darauf, während 
u constant bleibt, v aUmählig über in v -^^ Jv^ so beschreibt 
der PunWt jpj eine zweite Linie p^ p^ , deren Endpunkt p^ 

durch die Coordinaten (f,{u^ v -^^ Jv) = X'\- — Jv=^X'\' J^^ 



\ 
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!//(«, V -}- Jv) = y+^^ü = y-f- /i»y bestimmt ist. Denkt man 

sich endlich entweder von jpj- T^C^ + ^w» t^X V^m+^j «?) aus- 
gehend, dass t? allmählig bis v-j-^v, oder von p^ ausgehend, 
dass u alhnählig bis u-^-Ju anwachse, so gelangt man auf 
beiden Wegen zum nämlichen Punkt p^ der Coordinaten 

v-\'Jv)^=y-\-Juy'{'^vy'i'Ju^vy- Die vier Punkte 2?^, p^» 
/?3, p^ sind die Ecken eines im Allgemeinen krummlinigen 
Vierecks, welches für unendlich kleine du und dv als geradlinig 
anzusehen ist, folglich den Inhalt hat: 

\du dv dv du/ 

Das Volumen eines hierüber als Basis construirten geraden 
prismatischen Körpers der Höhe f(x = (f{u, v), y=:^(«, v)) 
= F(uj v) ist: 

woraus sofort: 

110) jfi(., y) d. dy =^^F(u, «) (|? |f-g |-^) du dv 

hervorgeht, falls beide Doppel -Integrale zwischen den be- 
treffenden, jedesmal besonders zu bestimmenden Grenzen ge- 
nommen werden. 

Für letztes Beispiel ist x = r cos ^, y = r sin qp, also : 

4 I e'~^'^' + y'Uxdy = 4. \d(f e''^\dr=n, 

ein Resultat, welches auch direkt aus der Figur abgelesen 
werden kann, da aß = rd(p, a$ = dr^ aßyS = rd(pdr, aa^ 

— r« 
= e ist 

Analytischer Beweis der Gleichung 110. Soll die erste 
Integration nach x ersetzt werden etwa durch eine nach «, 
angezeigt durch: 

\^y\f{^^y)dx=\dy\f(x,y)^^d'u, 

SO muss man zunächst /(a?, y) und ^- in u und v darstellen. 
Das geschieht mit Hülfe der Substitutionen a5 = y(w, «;), y = 
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xf/(uyv). Bedenkt man nämlich, dass während der Integration 
nach X y als Constante gilt, so giebt die Differentiation letzter 
Gleichungen: 

dx "bfp t^'btp dv 

du ^M ' '6v du 

r^ "bip j^'btp dv 

3m ~ St? dw' 

woraus durch Elimination von -=^ 

du 

dx "du ^v "bv bu 

du "bip 

S« 

folgt. Zur Erlangung der neuen Grenzen nach u eliminire 
man aus den Substitutionsgleichungen v; führt dieses zu 
fo{x, ?/, m) = 0, und entsprechen dieser Gleichung zufolge den 
Berthen x=Xq^ x = x^ die Werthe u = UQy m==Wj, so ist 
nunmehr : 

/*yi /*»i ryi /*«*i ^^ Sy Stft 

% \f{^^y)dx= \dy \f(u,v) ^^ ^^ bv ^^^ 

womit zunächst das Integral nach x und y in ein anderes 
nach u und y verwandelt ist. Sind u^ und u^ von y unab- 
hängig, so kann man die Reihenfolge der Integration "ändern: 

ry\ r^\ r^\ /-^l 

\dy . . . dtt = \du \.,,.dy 

und die Verwandlung der Integration nach y in eine nach r, 
ango/ßigt durch: 

dtt j. . . dy = j d« \,,.j-dv 

^H *^yo ^^0 ^yo 
geschieht endlich mit Hülfe der Gleichung y=\ij(u^ v). Während 
Ai'Y Integration nach y in letztem Doppel-Integral ist u con- 
stiiiit; folglich giebt die DifferentiatioA letzter Gleichung: 

dy Si/; 

dv "hv' 

Gehört femer wegen y = i^(w, v) zu y = yQ und y^=y^ 
hez- v=Vq und v = v^^ so hat man schliesslich: 
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was bewiesen werden sollte. 

Sind Uq und u^ von y nicht unabhängig, so muss man 
die Transformation des Integrales dadurch versuchen, dass 
man an die Stelle des x v treten lässt. Zur Bestimmung der 
Grenzen hat man dann aus den Substitutionen u zu eliminiren. 
Giebt dieses X(x^ y, v) = 0, und führt diese .Gleichung für 
x=Xq und x=x^ bez. zu v = Vq und v = v^^ so kommt man 
auf diesem Wege zum Ziel, wenn Vq und v^ unabhängig von 
y sind. Ist dieses aber nicht der Fall, kann man überhaupt 
auf keine Weise Grenzen für die Integrationen nach u und v 
ermitteln, die von x und y unabhängig sind, so kann das In- 



tegral durch die angenommenen 
Substitutionen nicht transformirt 
werden. 

Für räumliche Polarcoor- 
dinaten(Fig.29)4P=^, LXAQ 
=df L QAP=w ist: 

a5=^coswcos^ 

y==^coswsin^ 

^=zQ sin 0) 
also, wenn man q als Funktion 
von w und & betrachtet: 



Figr. 29. 
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"5^ 



by "bx 



-=r^ -yr" — -^ -^~==Q^ sinco cosw^ — ocos^w zr^ 

cd' 0(0 od da ^ ^ 



br 



Damach ist das Volumen einer Kugel vom Halbmesser r: 

7t n 



8 \d& \r 



3 sin^w cos CO dfw = y r 3 71 ; 



ist das der Kugel x^-^-y^ '\'z'^=r^ und dem Gylinder x^ — 
raj-}-y^=0 (in Polarcoordinaten Q=r und Q==:r ) gemein- 
same Volumen 

4 J dd-jr^ sin2 w cos a)dw = ^r^{n — ^). (Fig. 40.) 
Um das dreifache Integral: 
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05, y^ 2, 

Idx % \ß^x,y^z)dz 



^0 " y<i ^ sTft 

durch Einführung von drei neuen, von einander uno^bhängigeu 
Variabein «(, t?, o;, die zu den alten in der Beziehung: 

112) 2( = f/.j(ij, «?, w) 

stehen, zu transformiren, set^e man etwa voraus, daas zunächst 
die Integration nach z ersetzt werden soll durch eine nach ni, 
angezeigt durch: 

1 da? dl/ 1 f(x, y, z)dz= dx \ dy \F{v, v, m) *) -^- dw. 

Da während der Integration nach s je uod y als Constaiite 
gelten, so liefert die Differentiation der Substitutionsgleichmigen: 



dz 
d(o 



^q)2 ffu 1^ ä^3 dv j ciqp 






. ^(fo du I 3q!>^ 






d^ 



c^v dm 






ÖM Jos ~ ätj da ^^ 3 






woraus sich durch Elimination von -^r- und -^ ableitet 



d<a 






^93 I 



wenn der Kürze halber: 

•^ c^co Low 5u 2v ^1^ j 






Vi ^^ _ 



gesetzt wird. Zur Bestimmung der neuen Grenzen nach w 
eliminire man u und v aus 112. Führt dieses zu t//(a?, ?/, e, co) = 0, 
und entsprechen dieser Gleichung zufolge den «-Werthen ^^ 



und 



jj die w-Werthe Wq und w 



1' 



so erhält man zunächst: 



\dx, \dy \f(x,y,z)dz= \dx \ dy lF(u,v,w)^dw. 

•^«0 *^yo *^«o *^«o ^^2^0 ^^0 



*) F(Uy V, (O) =/(9i(m, V, W), 9^(2«, V, ca), ^.3.(j^»^^» (g)QQQle 
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oder auch, wenn Wq und w^ von x und y unabhängig sind: 

\dx \dy \f{x,7j,z)dz= idw \dx LF(«, t?, w) -^ di/- 

•^«0 •^2^0 "^«0 '^0)0 ^^Q ^Vo 

Um die Integration nach y zu ersetzen durch eine nach v, 
angezeigt durch: 

. . . p(«, v,w)-jjr dy =.,, JF(w, r, w) -^^^t;, 

bedenke man, dass während der Integration nach y jetzt x 
und w als Constante betrachtet werden müssen, so dass die 
Differentiation der beiden ersten Substitutions - Gleichungen 
liefert : 

7\u dn I 



Sw d« »^ St? 
dv 3m £?v "^ c)v 



(1. i. 



dy ^u bv ^v 2u N 

dv öqp, ^9>i' 

"bu bu 

Eliminirt man femer aus den nämlichen Gleichungen w, 
bildet sich dabei etwa T//i(jr, t/, v, w) = 0, und liefert diese 
Gleichung zu y = yQ und yz=y^:v = VQ, v = v^y so entsteht: 



w)^^ — dv 



ra^i /"2/i pi rß»j ra^i r«i 

I rfic J dy I /(a?, y, z)dz= \d(i) \ dx 1 jP(t/, v, 
a^o 2/o ^0 o>o «0 «'o ^w 

oder w€)nn t?^j und v^ von x unabhängig sind: 

rH rvi ni r^i r«i r^^i 

I rfb I dl/ l/(a?,2/,2)d2;= Idw \ dv \F{ii,v,ü})^^ 



dx 
dfidv. 



^0 

ir ~ erhält man endlich aus der ersten der Gleichungen 112: 



du 

~ = a^i und für die neuen Grenzen nach u aus derselben 

du f^u ' 

Gleii^ung etwa u^^ und «i, so dass sich schliesslich ergiebt: 

/ r^i rVi r^i r^i r^i r^^'i 

' \dx \ dy /(a?, ?/, z)dz= dco dv \F{u^ v, w) M du. 

* '«^0 ^Vo "^0 ®o ^0 •^^«o 

izeUy\^OOgle 
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§. 31. Differentiale und Abgeleitete unentwickelter Fank| 
tionen. 'Wenn eine zwischen zwei Variabein x und y gegebene 
Gleichung nicht nach der abhängigen Variabein — diese möge \ 
y sein — aufgelöst ist, so heisst y eine unentwickeltej 
oder implicite Funktion von x. Die Gleichung kann als- 
dann stets auf die Form 

113) A^^y) = k \^ • 

gebracht werden, wo k eine Constante bedeutet. Da y eine. 
wenn auch nicht entwickelte , Funktion von x ist, so hat die 
Zunahme des x um Jx die Verwandlung des y m y-{-Jyi^ 
Folge, so dass allemal neben 113: 

/(aj-f ^a?, y-\-Jy) = k \ 

besteht. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt: 

f(x-\-Jx, y^Jy)—f(x, 2/) = 0, c 

oder auch: 

f(x-{-Jx, y'{'Jy)—f{x-\-'Jx, y)']rf(^+^^^ y)—f(^,^4 

was nach den eingeführten Symbolen darzustellen ist wi 



Jßx + ^Xj y) 



Jy- 



^Ä<x>, y 



Jx=0, 



Jy ^ ^ Ac 

Dividirt man jetzt durch Jx und geht darauf zur 
(^Jx = 0) über, so ensteht: 

^/la?, y) dy I 2) /(g, y) 



114) 



= 



^y dx "^ ^x 

woraus man als erste Abgeleitete der gegebenen implij 
Funktion y erhält! 
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dy . 


Ix 


dx • 


^Ä^y y) 



115) 



Es ist nicht nothwendig, die gegebene Gleichung auf die 
Form 110 zu bringen, d. h. sie so einzurichten, dass die eine 
Seite derselben eine Constante ißt. Hat man nämlich 
116) (p{x, y) = if/(x, y) d. i. ip{x, y) — x/j(x, y) = 0, 
so ist wegen 115: 

dy "bx ^x 

dx dqp "bip 

^y ^y 



oder: 
d.i. 



^ dy-^ dy = -^ dx + ^ dx 
by ^y ox ' ox 



^a; "^ 3y " "hx 

Dieses zeigt, dass man im Fall 116 einfach von beiden 
Seiten das totale Differential (gleich der Summe der partiellen 
Differentiale) zu nehmen und aus der so gewonnenen Gleichung 

■^ zu entwickeln hat. 



So ist für: 












a?siny= 


=ysinaj 


dy 
dx 


= 


ycosic — 
xcoay — 


siny 
sina; 


xly = 


-ylx 


dy 
dx 


= 


i-te 


• 



Ist • zwischen den drei Variabein x^ y^ z^ von denen x 
und y die unabhängigen sein mögen, die Gleichung 

117) f{x,y,z) = k 

gegeben, so ist z eine implicite Funktion von x und y. Zur 

Bildung von 2^ = -^ — [-y- hat man 117 einmal partiell nach 

a?, einmal partiell nach y zu differentiiren. Dieses giebt: 

woraus: 
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Aufgabe. Von 

i=f(^^ y^ «» ^^ ^1 (^) 
die erste Abgeleitete zu bestimmen, wenn zwischen den 6 
Variabein die Gleichungen: 

(JP2 (^^ 2/» ^» w) = 

stattfinden. 

Wegen der drei letzten Bedingungen kann man drei der 
Viu^iabeln, etwa w, v, a>, in cc, z/ und z ausdrücken. Geschähe 
dicKC?3, so würde t nur als Funktion der drei unabhängigen 
Variabein a?, y^ z auftreten und darnach zu behandeln sein, 
ünterlässt man aber die Elimination von w, v, eo aus den 
gegebenen vier Gleichungen, so hat man wie folgt zu rechnen. 
Diu'ch partielle Differentation nach cc, y^ z giebt die erste der 
Gleichungen : 

« 'bx ~*~ Sm ^x "■ ^u bx ' So Sx 

.1 '^_ I ^ ^ I _y^ ^ I ?/^ Sc»^ 

.1 'hf_ , _y ^ . y^ ^ v^ , v^ ^ 

2 S« •" 3m 3« "• 3ü 02 •" 2)0) 3« * 

Die hierin enthaltenen, noch unbekannten 9 Differential- 
nuoticnten -^r— , -=r— , ^^ , -^r— . . . -^r- smd nunmehr aus den 9 

^ ox ^ oy oz ^ ox dz 

Gleichungen zu berechnen, die durch partielle Differentation 
der 3 Bedingungsgleichungen entstehen: 

3a; *^ 3m 3ic "• 3w 3a5 

39i 3m j^ 3g)i 3v ^ 

3m 32/ "^ 3v 3^ 

3g)i 3m . 3qpj 3v ^ 

3m "bz '*' 3« 355 

^92 I ^fPi ^^ I ^qPa 3cj __Q 
3x "• 3v 3a; "■ 3o 3x 



3^ "' 3ü 31/ ~ 3a) 32/ 
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Sqpj St; 1 Sijp, ^® _Q 

Sü S« ' bm bz 


^9>3 

bu 


bu , S9;3 "bv , S9;3 Scd ^ 

Sa? '3t; Sx ' Scö bx 


Bqpg . btp2 
iy ' bu 


bu , ^9)3 3ü 1 b(p^ bco ^ 

by * bv by * bm by 


^9^3 _L ^^3 
bz ' 2u 


bu j btp^ bv 1 S93 SoB ^ 

S« ' bv bz * bm bz 



Alsdann ist endlich: 

X \ y \ z 

Die zweite Abgeleitete ^^ einer unenwickelten Funktion y, 

abhängig von a?, kann aus 114 oder 115 durch abermalige 
Differentiation gebildet werden. Ausgehend von 114 erhält man: 
V ^ I oiVL dy j b^frdyY^ ^'/— 

Sy da;' '^^bx by dx "T" V ^da?/ "• Sx^ ~ 

Diese Gleichung giebt für ^-^ , wenn an die Stelle von 
■^ der Werth aus 115 eingesetzt wird: 

d^y _ "^ Sx» Uy^ ^bxby bx by "^ V Ux^ 

Eine weitere Differentiation der vorletzten Gleichung liefert 
zur Bestimmung der dritten Abgeleiteten: 

3y da;» "•■ Ja; Jy cte^ "*" Sy« dx dsc» "•■ 3»» 3y dx 

^ 3x V^*«;^ "^ V ^<*a;'' "*'3a=' "" ' 
woraus : 

V^Jix-' J't'^'VSyS "3x 3x3y 3y/L3ai'"^3y' 
Soistz.B. fürf^ + |-i=l: 

^j(__6^^ d^y 64j^ ^y^__q^^ ^__Q^?ii:^ 

dx a2 y ' c2x2 «a y3' dx3 a* y^' dx* a« y^ 
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Die zweite Abgeleitete einer Funktion z der beiden unab- 
häagigen Variabein x und y ist bekanntlich 

Die Werthe der 3 Summanden rechter Hand erfolgen für 
den Fh,11, dass nur 117 gegeben ist, aus den bez. durch dx und dy 
divitlirten Gleichimgen 118, indem man letzte entweder nach 
X oder nach y partiell differentiirt. Man erhält: 

^3? ^^~'~ ^05 ^2 Sy ' Iz ^05 ^y ' ^y ^2 ^05 ' ^2^ ^05 "hy 

Die erste dieser Gleichungen giebt y^"' ^^® zweite ^^y 

^^2 

die dritte -^-5-. 

g. 32. Die Vertauschung der unabhängigen Variabein. Es 

erscheint häufig zweckmässig. Ausdrücke durch Einführung 
neuer Variabein z. B. durch Uebergang von rechtwinkligen 
Cöordinaten zu polaren oder umgekehrt zu transformiren. 
Alsdann hat man folgendermaassen zu verfahren. 
I. Der gegebene Ausdruck 

z = F(«!,S,=/(a=), /'(*), /»....) 
soll durch die Substitutionen 

aj=9(M, v) 

y=Vj(u, v) 
umgeformt und dabei vorausgesetzt werden, dass von den beiden 
neuen Variabein w, v die unabhängige, w sei. Die Frage nach 
den nunmehrigen Werthen von f'(x)y f"{x) . . . beantwortet 
sich %vie folgt. Da y eine Funktion von x ist, so hat man 
zujiückst : 

(iy=f(^) ^=S ^^+$ ^^' 



is: 

dy 


— f{cp\^ 


St/; 


du + 




dv 




Zv 


dv 
du 


dx 


— / y^J — 




dx 






Zu ^ 


bv 


dv 
du 
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Hieraus folgt durch abermalige Dififerentiation und nach- 
herige DiviBiou durch dx: 

J W — ^ ^ ^Väu "T ^t) (<«/ VöM^ "1 "^^u Sv du "^ ?>« du' 



Z. B. In 



Q = ± ^5 

soll aj= v C08W, y = ü sin w (m und v sind die polaren Coor- 
dinaten des Punktes a?, y) eingeführt und hierbei u als die 
unabhängige Variable betrachtet werden. Es ist: 

d(p . dm T^tb difr *• 

Y- = — vsmw, ^ = costi, -~- = vcosu^ y^ = sinii, 

sr^ = — sm u. ;v— ST = — sm w, :^-— - = cos u. c— ^ = cos w, 

also : 

, , du , , „/düV <^*«^ 

dy ^ t^cosu + smu^ ^»y^ ^ +n^; ~^d^^ 

c2x . , dt> ' dx* / d«\^ ' 

— üsinw + costt^ (— f>8inu + cosi«~-J 

SO dass man schliesslich erhält: 

g = ± ' ,A" ,, • (Vergl. Seite 87.) 

IL In ^(a;, t,, z, ^, ^, -5^, 5^, 3^-...;, wo ^ 

eine Funktion der beiden unabhängigen Variabein x und y 
bedeutet, soll 

X = ^^ (W, Vy w) 

y = (p^{u, V, w) 

Z = (p^ (tt, v, w) 

eingesetzt und dabei w als eine Funktion der beiden unab- 
hängigen Veränderlichen u und v angesehen werden. 
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Da ;r, ursprünglich abhängig von x und y^ nunmehr eine 
Funktion von u und v wird, so ist 

"bz 2\z bx j' bz by 

bu ^05 c)m ' by bu 

bz bz bx (^ bz by 

bv bx bv "• by bv ' 

welche Gleichungen geben: 

bz by bz by bz bx bz bx 

bz bu bv bv bu bz bv bu bu bv 



bx bx by bx by ' by bx by bx by 

bu bv bv bu bu bv bv bu 

Hierin sind jetzt noch die aus den Substitutionen für ^— , 
-^j -y~-. -c^, -^, 'sr- erhaltenen Werthe einzuführen, 

ev ^ du ^ bv ^ bu ^ bv ■ 



ämlicb: 

^x bq}^ 1 bcp^ 
^ St6 bu * boa 


bos 
bu ' 


bx d^] 1 b(pi 
bv bv • b(0 


boo 

bv 




^u bu ' bat 


bco 

~b^' 


by _ btpi 1 b(p2 
bv bv ' bos 


bca 

bv 


i 


^^ ^93 1 ^93 

'bu bu ' bot) 


bo) 


^z bg>^ 1 bq)^ 

bv bv ' bo) 


b(0 

bv ' 





Sind auf diese Weise ^ und J- durch die verschiedenen 

ox oy 

Abgeleiteten der gegebenen Funktionen y^, (p2 und ^3 dar- 
jUt, so liefern weitere Diflferentiat 

Beispiel. Das Doppel-Integral 



gestellt, so liefern weitere Differentiationen y-^, ^^^ etc. 



Jlv 



dm'L'h Uebergang von rechtwinkligen Coordinaten a?, y, z zu 
polaren w, v, w auf Grund der Relationen 

aj=wcosiicosi; 

y = w cos u sin v 

z=a)smu 
üu transformiren. In diesem Falle ist: 

bx . i bat 

;^ = — CO sm w cos V 4- cos u cos v ^- 

ou • ' du 

s- = — w COS te sin V + cos u cos v ^ 

ov ' bv 



L 



by ... 'bat 

^ = — wsmwsmü-l- cos u sm v ^ 

du ' du 
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^ = cocoBucost7-}-costtsmi;-^ 

ds; , . do 

^ = (0 COS « + 8111 u -sr- 

öu * du 

^- s- — ^- ;r^ = — w^ smucosu + wcos^Uy- 
ou ov dv du * cu 

^^ — ^^ = 0}^ cos2 ticost) + wsmt;^r- + ftiCoswco8vsinw c- 

^3 3a; da da; „ « . do , • . do 

S äi ~ Si s:^ = <" <'°» « «"^ * - "* ''^'s " 'S? + ""'"^ " ^^^ '' ^^'^ " äi.' 
demnach endlich: 



ijy^ 



= ff- Vi^y + [-' + ©i «^«^^ « '^« '^^ 

§. 33. Der Satz von Maclanrin. Ist y eine unentwickelte 
Funktion von a?, die mit x zu der Gleichung /(a?, y) = k ver- 
■ einigt ist, so hat man nach §. 10: 

' M) .=.„,+-(|)„,+¥(S)„.+-+« 

^^ f :7^^ , (^^ u. s. w. aus 115 ietc. zu entnehmen 

sind. Die Auflösung nach y der gegebenen Gleichung mittelst 

i 119 ist also dann stets möglich, wenn man eine Wurzel der 

Gleichung /(a?, y) ^ —k ermitteln kann. Das ist z. B. der 

j Fall, wenn die gegebene Gleichung von der Form 
120) y = a + xf(y) 

ist, weil alsdann unter der Voraussetzung, dass f(y) für y = a 
nicht verschwindet, zu a; = gehört y==a. unter dieser An- 
nahme wird aus 119: 

*=«+KS) +¥(g) + 



y = a . y = a 

oder weil wegen 120 

dx^ dx^ "• daj"-^ 
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ist: 

35=0 35=0 

y=a y=« 

Die Differentialquotienten rechter Hand lassen sich folgen- 
dermaassen umformen: 

~\~^^)y = a~V^' ), = »' 

' =4(/(y)^+2/"(s.)^+/"'(y)(/2.)3)'^^ 



Es entsteht also schliesslich: 



+ ••• 



-T- 2.3.4 %3 ^^^ 

Diese Formel, welche auch der Satz von, Lagrange ge- 
nannt wird, lässt sich häufig zur Auflösung von Gleichungen 
benutzen. Um z. B. die Wurzel der Gleichung cosy — 10 jf 
= zu erhalten, entwickele man nach obigem Prinzip für 
y = 05 008^ y nach Potenzen von x. Dieses giebt: 

1 X* d cos'« I äS* <J* COS'v I 

, = .cos,^^^4-y -^^^„ + 273 -^,=0+ 

_ a?3 , 65 gS 

~^"~Y + 2. 3.4.6"' 

woraus endlich für 0? = — die gesuchte Lösung erfolgt mit 

y = 0,0995054... . 
Die Coefficienten derartiger Entwickelungen sind meistens 
so complicirter Struktur, dass sie die Herstellung einer oberen 
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Fehlergrenze nicht gestatten, weshalb man, um sicher zu 
gehen, ob eine genügende Anzahl von Gliedern in die Rech- 
nung geführt ist, das Resultat einer Probe durch Einsetzung 
unterwerfen muss. Diese giebt für letztes Beispiel: 
cos y= cos (0,0995054. .) = cos 5« 42^ 2'\^^ 
= 0,995054.., 
wie es sein muss. 

Die vorgetragene Methode setzt voraus, dass f{y) für 
y = a nicht verschwindet. Ist das der Fall, wie z. B. für 

y = 2 sin y, 
wo a = , f(y) = sin y ist, so kann man sich des folgenden 
Verfahrens der Auflösung bedienen. 

Die aufzulösende Gleichung sei F{x) = 0. Haben F{a) 
und F(h) entgegengesetzte Zeichen und wechselt F\x) von 
K == a bis X = b nicht sein Zeichen , so ist das Bild der 
Gleichung y = F(x) von a bis 6 eine der Linien 1, 2, 3 oder 
4 in Fig. 30 und 31 und F(x) = hat zwischen a und b nur 



Flg. 30. 



Figr. 81. 





eine reelle Wurzel > a und < 6, die also entweder unter der 
Form a 4" a oder unter der Form b — ß^ wo a und ß positiv 
sind, gegeben werden kann. Wegen: 

F{a-^a) -- t\a) = aFXa-\'&a) -fl>^>0 
F{b — ß) — F{b)='^ßF\b — ,ß) +1>,>0 

ist aber: 

F\a) F(h) , 

daraus folgt einmal, dass F^x) von a bis b und F(a) entgegen- 
gesetzte, FXx) von a bis b und F(b) gleiche Vorzeichen haben 
und einandermal, wenn A als der absolut grosseste Werth von 
F'(x) zwischen a und b vorausgesetzt wird, dass 
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i^g) Fja) 

^ F\a+i&a) ^ ^ A 

^ F'ia-Bß) ^ ^ ^ 

sciüj die gesuchte Wurzel <o also zwischen den Grenzen 

a j^ und h ^ liegen muss. Hierbei ist natürlich vor- 

ausgeaetzt, dass A mit dem jeweiligen Vorzeichen von F{x) 
Ä^viscben a und b in Anrechnung gebracht wird. 

Wenn F"{x) von a bis h ebenfalls nicht das Zeichen 

wccliselt, für i ^ ^. i^Ycc) demnach F'(x) von a bis 6 
j negative ^ ^ ^ ^ 

\ . ,, lässt sich il leicht bestimmen. Ist nämlich: 
ainntnmt 

F{a)>0, F\a)>0{\), so ist 4 = i^'(«X 
i^a) < 0, F'\a) < (2), so ist A = F'{a), 
i^a)>0, i^"(a)< 0(3), so ist ^ = J^'(6), 
F(a) < 0, F\a) > 0(4), so ist A = F'lh)', 
mau erhält also den Satz: Jenachdem F{a) und F"{a) gleiche 
oder verschiedene Zeichen haben, liegt w zwischen a — -^,- 

nnd fj — -r^rXr oder zwischen a ^—^ und 6 — ' ^ 



fl 



Mit diesen neuen Grenzen weiter rechnend u. s. f. kann 
man die Wurzel bis zu jeder Decimale ermitteln. 

Beispiel. 

y = X — 2 sin a? = 0. 

Für: a; = y ist 2/ = l,04.. — 1,73... (negativ) 

£c = -f- ist y = 1,57. . — 2 (negativ) 

«= 1,74532(100«) isty=l,74532— 1,96962 (negativ) 
aj= 1,91985(1100) isty=l,91985— 1,87938 (positiv); 
^^ liegt also m zwischen 100® und 110® und weil y^^ = 2mix 
iiiiil ¥/ für 02=100® entgegengesetzte Zeichen haben, so ist: 



f\h) ^ "^ ^ - f{h) 
oder ausgerechnet 

1,87851 (107® 37' 5'') < co < 1,89582 (108® 37' 12"). 
Da femer für 

i» = 107® 37' 5" y = — 0,02769 
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ist, also y und y" auch für diese neue untere Grenzt^ der 
Wurzel entgegengesetzte Zeichen haben, so liegt w wi^nler 
zwischen denselben Grenzen wie vorhin, nur dass jet^t a = 
1,87851, 6=1,89582 zu setzen ist. Dies giebt: 
1,89540 < w < 1,89552. 

Eine weitere Rechnung giebt auf 5 Decimalen genau 
w = 1,89549. 

Das vorgetragene Verfahren ist allerdings auch auf soge- 
nannte algebraische Gleichungen anwendbar; jedoch ist in 
solchen Fällen die im Anhang mitgetheilte Methode vorzuziehen, 
weil sie bedeutend rascher zum Ziele führt. 

§. 34. Maximum und Minimum. Wegen 113 wird die Be- 
dingung für Max. Min. bei impliciten Funktionen einer ^'aria- 

beln: -^^^'^^ = 0. Diese Gleichung bestimmt im Allgemeinen 

in Verbindung mit der gegebenen /(a?, y) =z k das gesuchte 
Max. Min. von y und das zugehörige x. Geht es nicht aus 
den erhaltenen Werthen von selbst hervor, ob es sich in ilem 
gegebenen Fall um ein Maximum oder Minimum handelt, so 

entscheidet das Vorzeichen von ^-f, berechnet nach 118. 

U. s. w. f. 

Beispiel. Für i 

y^-^2y^x+2yx^^y^-\-2xy + 2x + iy-l=0{u) i 

2y^ +^yx +2y +2 =0{ß) \ 

2(«)-t/(^) giebt 

(r) 







y 


4a;'-' + 4a;+l 






so dass 


aus (ß) 


und (y) 


zur Berechnung 


von 


X 


folgt. 


Das Resultat endlich ist 






y 






-0,25 i 


i 





=+l,üG. 

Min. (für a;=:-f |/l-f ]/2 = -f 1,63) Max. (fürcc = — i,il3) 

Es tritt häufig ein, dass die Werthe von x und i/, welche 

den Gleichungen /(a?, y) = k und "^^^'^ ^- = genügen, auch 
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— ^^- zu Null machen. Alsäann erscheint (s. 115) ^zunächst 

unter der Form -5- und es bedarf einer weitem Rechnung, um 
den Fall zu entscheiden. Nach 74 ist alsdann: 

dy ^ag^ *~ 'bx'by dx 

di~~ 2>y I ay dy' 

"bx "by "• by^ dx 

SO dass sich zur Berechnung von ^ jetzt ergiebt: 

^Vf^^V j o W dy.b^^f_ 
ly-^ \dxj "^ bxby dx'^ bx^ ~ 

Diese für die Unbekannte ^ quadratische Gleichung kann 

zwei reelle ungleiche, zwei reelle gleiche, iwei imaginaire un- 
gleiche Auflösungen haben. Im ersten Falle hat man im 
Punkte jp, dessen Coordinaten aus den Gleichungen /(sc, y) = k 

und-:^^^ = berechnet sind, zwei verschiedene, im zweiten 

zwei zusammenfallende, im dritten keine Tangenten; folglich 
müssen sich im ersten Fall in p zwei Zweige der Curve 
schneiden, im zweiten berühren, während im dritten der 
Punkt p mit den übrigen Theilen der Linie in keiner graphischen 
Verbindung steht, deshalb ein isolirter Punkt genannt wird. 
Ist eine der reellen Wurzeln letzter Gleichung Null, so kann 
das betreffende y ein Max. Min. sein. Erhält man für die 

fraglichen Werthe von x und y g-~ = j-^=:^ = 0, so wird 

die rechte Seite zunächst wieder ^; es ist demnach jetzt 
dy 







, aus: 

dx 



d. i. aus 
3 



dy 



' 12 ^y dy ■ ^3/ /dyy 
' "• bx^ "by dx ' bx by^ \dxj 



dx~ b^f 

bx'^ 



f [ g ^V dy^b^/dy\^ 
by* bxby^ dx'^ by^ \dxj 



^VfdyY , o bV (dy\\, b^f dy , ^y_n. 

V \dxj '^ bx by^ \dx) '^ ^ bx'^ by dx"^ bx^ ~ " 

ZU entnehmen. Die Beschaffenheit der Wurzeln dieser cubischen 
Gleichung giebt zu erkennen, ob sich in p drei Curvenzweige 
schneiden, berühren u. s.* w. Sind alle 4 dritten partiellen 
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Ableitungen von /wieder für p je gleich Null, so hat man 
nunmehr zur Bestimmung von ~ die Gleichung 

iy*\dxj ^*lx2y*\dxj ^^2xng^\dxJ T^*ait'3ydic 
+ 12 = 0. U.8.W.f. 

Beispiel. Für 



ist 



|^=_6ay(y-fa). 
Letzte Grössen verschwinden also für 



x = o x=0 



x=a x= a 



x= — a 05 = — a 



y = 0, 3/ = — a, y = 0, y= — a, y = 0, y = — o. 

Von diesen Werthepaaren genügen der gegebenen Gleichung 
aber nur das zweite, dritte und fünfte, konunen also allein in 
Betracht und zwar erhält man für diese : 



g = 4(3a>2_a2). 



ix dy 



:0 



g=-6a(22/+a) 



x=0, y = — a 
— 4rf2 


6a2 



x — a, y = 


— 6a2 



-o, j^==0 
8a 2 



60-. 



Demnach ist 



y=?- 






y = y = 

Ferner genügen den Gleichungen / = und 5^ == die 
Werthepaare 

x = x=a aj= — a 



a 3 3 



QreUe, Elemente der Theorie etc. 
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V 



ohne dass diese auch ^ zu Null machen. Wegen 



\dx^) "" „9a' \dxi) 






x=0,2/ = |- ^ 'i«=±a,y= — yö 



9a 



ist deshalb y ^= ~ ein Maximum, y . = 77- a ein 

Minimum und das Bild der gegebeneii^L Gleichung die Curve in 
Fig. 32, wenn tg« = tga^ =tg|5= tg/^i = |/|-, tgJ=tg(J, 

Figr. 32. 



|-, AB=AB^=AQ=a, BC^B^C^ = ^a\%i, 




Für unentwickelte Funktionen (2?) zweier Variabein (x und 
y) hat man zur Bestimmung des Max. Min. ausser der ge- 
gt^Vieaen Gleichung /(a?, y^ z) = k noch die beiden andern: 

Beispiel. 

^ = 2zx-]-yz 

^ = 2y«4-aj«4-432 
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— 9|/13 



6 



|7l3, 
3 

6 



2^2« 



^22 



3a;2' 



3|7l32 
Also ist: 



TÖ2' ^^^2/ Ql'/TÖ2' V Q1>TÖ2 



3j7l3 



3|7l32 



Min. (x=-^ — , y= s — Y V^^ 

Wenn die Werthe von x, y, z, welche sich aus der Auf- 
lösung der Gleichungen /(a?, y^ z) = ä;, ^ = 0, j^ = er- 
geben, auch Y" zu Null machen, so hat man sowohl für ^ 

wie für ^ zunächst ~. Nach §.27 erhält man alsdann zur 
öy , «^ 

Bestimmung dieser letzten Differentialquotienten: 



2)V , j^y ^2 



2)2 






Src Sä 



S+K: 



2)y 



bx' 



Iz 



2)2/ , l-i-flz 






2>2/ 32. 



Sa; Sy^^Sy S2 Sa; *^ VS«2 



SV ^\ 

Sä 2 Sy/ 

S2/ Säx 

S^ Sä "by) 



Sa; Sä"' Sä 2 Sa; •" vSy "hz'^'bz^ 2y^ 
in welchen ^ imd r beliebige Grössen bedeuten, weshalb sich 
letzte Gleichungen zerlegen in 

^V(^Z^\i o S2/ Sä ■ S2/_ 
♦SÄ^VSa;;/ "t"^Sa; Sä Sa; • Sa;^"""" 



Sä^vs^; 



' r^fl/ 7\z Till ' S?y^ 



Sy Sä Sy 

sy 3;^ I ^^ ^ 

2y Sä Sx ' Sä2 Sa; Sy 



S2/^ 
S2/ 



+ 



S2/ Sä 



= 0. 



' SxSy^^Sx SäS^" 

Der Widerspruch, welcher darin zu liegen scheint, dass 

^ch für zwei Unbekannte drei Gleichungen ergeben, wird 

^durch aufgehoben, dass wegen der dritten Gleichung auf 

>- 168 unter gegenwärtigen Umständen der Ausdruck^ j 
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mit Nidl identisch ist. 

§. 35. j[aximiun und Miniinuin mit Nebenbedingimgen. 
Wenn diejenigen Werthe der n Variabein x^^ a?2 ... «n geseicht 
werden sollen, welche: 

121) z =/(a;i, 032 •••^«) 

zu einem Max. Min. machen und welche gleichizeitig den 
P (l> <C w) zwischen allen Variabein oder einem Theil derselben 
gegebenen Gleichungen: 

122) (P2(^i^ ajj •••^n) = 



genügen, so liesse sich dieser Fall auf den des §. 26 dadurch 
zurückführen, dass mittelst der Gleichungen 122 zunächst irgend 
p der n Variabein durch die übrigen n — p ausgedrückt und 
in 121 eingesetzt, würden. Alsdann wäre z noch eine Funktion 
von n—p von einander unabhängigen Variabein und die Be- 
stimmung des Max. Min. erfolgte nach den Regeln des §. 26. 
Will man aber die Elimination der p Variabein aus 121 und 
122 vermeiden, so hat man folgenden Weg einzuschlagen. 

Da wegen 122 nur n — p=^q Variable, etwa a?i, x^-'-^q^ 
unabhängig von einander sind, so müssen, soll ein Max. Min. 
zu Stande kommen, die partiellen ersten Abgeleiteten von z 
nach a?!, X2*».Xq je für sich verschwinden: 

Iz _'6/ ^ If Ix^j^ ^ If 3g;^^g ^ IL ^^^0 



123) i!l=^+,-^^AH + ,-^^-^*+...+ i^,^ = 



Zur Bestimmung der hier vorkonmienden noch unbekannten 

OX tjt öx 

g.(n — ?) = (% — p)'P Differentialquotienten: -y^ *"T^ dienen 

die Gleichungen, welche durch Differentiation von 122 je nach 
ajj, X2*»*Xq sich ergeben: n \ 
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^qPi 3^1 S^^i , 


, ^Vx ^"t+i 1 


_1_ 3'"' 

• • • + ax„ 
• • • "r ax„ 


3«. 

ax:=o 

ax. 


124) 




1 ^»t ^*<H-* 1 


t^X-i ' ä^^^i ^«j 


1 ix^ ax, 1 




^91 S^i ^*g-hlj 


^91 3«,+* , 


••• + ax„ 
••• + ax„ 

1^9'» 

•••-t-ax. 


ax_ 
ax. 




^^, ' Bx^i 3x^ 


• 






ax„ 

dX| 

3x, 


125) 




a«^, ax, 1 
3v» 3x^, 


3«, *■ 3*^1 3», ' 


ax^j ax, ' 




^"Pl 1 ^9» 2*44-1 . 


3»» 3*j+» 1 


•••-f-ax„ 


3«« 




3^ ' ä=»ri-l ^*4 "^ 


3«^» 3a!j 1 










aipj, a»j, a»j^. 


^9V 3*«+« 1 


•••"Tax, 
••• + ax„ 


ax, 

ax„ 
ax. 


1'>fi^ 




^9»!. ^*«+* 1 


i.£i\JJ 


aaij '~3*<^i 3«» ' 


H+« 3*1 ' 




^fp 1 ^''j. ^*«+l 


a?», Sa^H-» 1 


, 3«Pp 

•••+ax„ 


ax, 




3*5 ' 3«,+l 3», 


2"»^-» 3*« ' 



Statt nur aus 124, 125 und 126 die unbekannten Abge- 
leiteten -|^ '- ^ berechnen, um ihre Werthe in 123 einzu- 

rah-en, ^tet »«. eWaoher ™ folgt 

Nachdem die Gleichungen 124 mit einer vorerst noch 
willkürlichen Confitanten fc^, die Gl. 125 mit k^y die Gl. 126 
mit kp multiplicirt sind, addire man die ersten, zweiten . . . 
letzten Gleichungen der Gruppen 123 bis 126 und unterwerfe 
darauf Ä^, k2^^*k^ den Bedingimgen: 



127) 






'<2+T 



4-*^a^ 



'e+1 






:0 



Sgja 



'«+2 



' Saj, 



'«+2 



■I-... + Ä, 



^yp 



^aj. 



= 



'«+2 






^+-+*p^=o, 



dxn 
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so reduciren sich die Summen auf: 

Diese w Gleichungen 128 und 127, deren linke Seiten 
durch partielle Differentiation der Grösse 

nach den von einander unabhängig gedachten Variabein 
a?i, a?2...a?„ entsanden betrachtet werden können, bestimmen 
in Verbindung mit den p Gleichungen 122 die Constanten 
fei ...&p und die Werthe der Variabein x^...Xn^ welche / zu 
einem Max. Min. machen. 

1. Aufgabe. Der Ellipse ^ + fr = ^ ^^^ grosseste 
Dreieck einzuschreiben. 

Sind die rechtwinkligen Coordinaten der Eckpunkte der Reihe 
nach «1, y^\ x^t ^2? ^3> 2/8^ ^^ kommt es darauf an, diese 
6 Variabein so zu bestimmen, dass 

Vi ^2 Vi ^1 

+ 2/2 »^3 — 2/3 ^2 

+ 2/3 ^1 — 2/1 ^z 
ein Maximum wird und gleichzeitig stattfindet: 

^ C iL, — ^ ^ JLlI-.— ^ ^ M ll-— 1 
a2 -r 52 — ^9 02-1-52 — ^» ^2 "T 52 ^ 

Nach den entwickelten Regeln sind also die partiellen 

ersten Abgeleiteten von 

2/1 ^2 — 2/2 a^i + 2/2 «3 — J/s a?2 + 2/3 « — 2/ «3 

+ *=.(S + fr-l) + *.(a-+^^-l)4-Äa(S-+*-l) 
nach a?i, y^ ...a?3, ^3 je gleich Null zu setzen. Dieses giebt 

-yi +2/2+^ = 0, a;,_a-2+?%^ = 0, 

woraus weiter durch Elimination von ä:^, Äj, ^3 erfolgt: 
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a?2 (a?3 — x^) 62 =y2 (j/i - 2/3) «^ 

Die Summe von' irgend zweien dieser Gleichungen ist die 
dritte; das beweiset zunächst, dass es unendlich viele ihrer 
Lage nach verschiedene grosseste Ellipsen - Dreiecke giebt. 

Die Gleichung der Geraden, welche die Punkte 2 und 3 
verbindet, ist 

folglich ist diese der Tangente an die Ellipse im Punkte x^ 
parallel und wird die Sehne a?2 ^3 ^^^^ ^^^ bekannten Sätzen 
über conjugirte Durchmesser vom Durchmesser des Punktes 
a?! halbirt. Dasselbe gilt von der x^ x^ gegenüber dem 
Punkte 0327, von der x^ x^ gegenüber dem Punkte x^. Der 
Durchmesser des Punktes x^ schneidet also die Sehne X2 x^ 
in einem Punkte, dessen Entfernung von x^ dreimal so gross 
ist als seine Entfernung vom Mittelpunkt der Ellipse. Darnach 
ist es leicht, irgend eins der grössten Ellipsen - Dreiecke zu 

31/3 

construiren. Jedes hat den Inhalt —^. — ab. 

4 

Ein grösstes Ellipsen-Viereck erhält man durch Ver- 
bindung der Endpunkte irgend eines Paares conjugirter Durch- 
messer; jedes dieser Vierecke hat den Inhalt 4a6. 

Die allgemeinere Aufgabe, einer Ellipse das grosseste 
w-Eck einzuschreiben, wird folgendermaassen gelöst. 
Man schlage um die Ellipse von ihrem Mittelpunkt aus mit der 
halben grossen Achse einen Kreis, schreibe diesem irgend ein 
regelmässiges n-Eck ein und ziehe von den Ecken dieser 
Figur Senkrechte zur grossen Ellipsen-Achse. Diese schneiden 
die Ellipse in den gesuchten Punkten. 

2. Aufgabe. Durch drei gegebene Punkte P, Q und R 
die an Inhalt kleinste Ellipse zu legen. 

Bezeichnet man die Coordinaten des Ellipsen-Mittelpunktes, 
bezogen auf das System der PQ als cc- Achse, der PR als 
y- Achse mit « und /?, so lässt sich die Gleichung der Ellipse 
in der Form 

A(^x-^ay-\-2B{x-^a){y-ß)-\-C{y-ßyj^\ = () 
geben. Zwischen den fünf Constanten A^ B^ C, a und ß hat 
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man, weil die Curve die drei Punkte P, Q und JB enthalten 

soU, für PQ = a, PR = b die drei Gleichungen 
ila2 4-2jBa/9+ QJ2 4- 1 =0 
^(a — a)2_2J5(a-a)/?-fC/y2 -1-1=0 
^a2 — 25«(6 — /!?)-}- C(6~/J?)2 4-1=0, 

welche 

a(a6 + /?a — a6) ' 2a/? (a6 + jja — a6) 

fi 2ft — o 

/?(a6 + /?a — a6) 

liefern. 

Die Entfernung r eines beliebigen Punktes (a?, y) der 
Ellipse von ihrem Mittelpunkte folgt, wenn Z. RPQ mit 9) be- 
zeichnet wird, aus 

r2 =(aj — a)2 -f- (2^ — /9)2 -1-2 (a; — a) (3/ — /J)cos 9. 
Das Max. Min. von r ist die halbe grosse bez. halbe kleine 
Hauptachse der Curve. Um diese zu finden, hat man dem- 
nach aus letzter Gleichung und den gleich Null gesetzten Ab- 
geleiteten nach X und y von 
(x^ay-\-(y—ßy+2ix—a)Qf'-'ß)cos(p-^k[A(x—ay 
^2Bix^a)iy-ß)+C(y-ß)^-^l] 
A. i. 

x — a'i-(y—ß)co^^-{'k[A(x—a) + B(if^ß)] = Q 

y—ß-\-(x — a)cosq)^k[B{X'-a)-]-C(y—ß)] = 

Ä, X und y zu eliminiren. Multiplicirt man zu dem Zwecke 

die erste der beiden letzten Gleichungen mit a? — «, die zweite 

mit y — ß und addirt die Produkte, so entsteht 

r2 — & = 0; 
deshalb gehen letzte Gleichungen in 

(aj— a)[l + ^r2]-f'(y— ^)[cos9)+r2J5] = 

(a^-a)[cosy + jBr2] + (y_/9)[l-t-02]_o 

über, woraus sich endlich zur Berechnung des Max. Min. von r 

ableitet. 

Der Inhalt der gesuchten Ellipsen ißt also 

sincp 
yAC—B^ 
SO dass es jetzt noch darauf ankommt, die Werthe von a imd ß 
zu berechnen, welche V 
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A r— «2 _ (2P-^ (2<y--a)(2tt6 + 2/?a-afe) 

ZU einem Maximum machen. Man erhält demnach für axmdß: 

(2a&+/Jrt — oft) (2a26-f-2a«/9— 2&aa— 2a2/J4-a26)=a 

{2ßa-\-ab—ab)(2aßh-^2aß^ — 2b^a—2abß-^ab^)=0, 

und weil das Annulliren der letzten Faktoren linker Hand zu 

a=Y, ß=Y ^••^' ^^^ il^und C zu unbestimmten Werthen 

führt, ferner die Gleichungen: 

2a2&-f2aa/?— 26aa— 2a2/J-|-a26=tO 

2/Ja4-a6 — «6=0 
wie: 

2a6-|-/?a — a6=0 

2aiJ64-2o/j2 — 262a_2a&/J+a62 =0 

4C — jB2==0 geben, so erhält man als Auflösungen nur 

2a6-f /Ja — a6=0 

2/Ja4-a6 — a6 = 0, 
d.i. 

a ^ h A 3 75 3 ^ 3 

EUipsen-Inhalt =^^^7^. - 

Werden die Coordinaten des Mittelpunktes einer durch 
vier Punkte gelegten Ellipse, bezogen auf das System, welches 
je zwei der gegebenen Punkte verbindet, wieder « und ß ge- 
nannt, so erhält man die kleinste Ellipse dieser Art bei Be- 
rechnung des a und ß aus 
(A—a)Da=(B-^ß)Cß 

C{4a+^ß-l)(B-ß) = 2aAB{-^ + ^-l), 

wo: 

und die Coordinaten der gegebenen Punkte 

y=0, y=o, y=yi, y=y2 
sind. 

§. 36. I>ie Onrven im Baum. Eliminirt man aus den 
Gleichungen z=f(x^ y) und » = F{x^ y) zweier Flächen eine 
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der drei Variabein, x oder y oder z, so erhält man unter der 
Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten die Gleichung der 
orthogonalen Projektion der Durchschnittslinie jener Flächen 
bez. auf yz, xz, ac^-Ebene. Schneiden sich z. B. das Rotations- 
paraboloid y^ -^z^ := 2px (entstanden durch Rotation der 
Parabel z^ = 2px (ÄL) um ps- Achse) und der über dem Kreis 
y^=2rx — aj2 (^ABC) construirte gerade Cylinder in der BpN 
(Fig. 33), so muss, wenn jp^ die Projektion von |> auf a?y-Ebene, 

Figr. 33. 

Z 




wenn2?2 die Projektion von p auf ajÄ-Ebeneistundp^g' || Z- Achse, 
9.P2 II 2;- Achse läuft, ppi=P2q sein, so dass die x und Ä-Or- 
dinaten des Punktes p der Curve im Raum auch die x und 
Ä-Ordinaten des Punktes p^ sind. Zwischen diesen Grössen 
erhält man aber durch Subtraktion der beiden Flächengleichungen 
y'^-]-z'^=2px und x^'-\-y'^=2rx : z^ — x^ = 2x(p — r), woraus 
hervorgeht, dass die Projektion der Durchschnittsfigur BpN 
auf a?s- Ebene eine Hyperbel sein muss, deren Mittelpunkt in 
G liegt, wenn r^p und AG=^r — p ist, deren einer Scheitel 
in D fällt, wenn AD=2{r — p), deren Asymptote endlich die 
GE ist, falls man GD = DE {DE ±X' Achse) hat. Für die 
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Projektion der BpN auf yz-Eh^nQ ergiebt sich durch Elimination 
».von x: 

während die der BpN auf a?y-Ebene direkt mit 

y2 :^ 2rii; — a?^ 
gegeben ist. 

Giebt*man, wie das häufig geschieht, die drei Coordinaten 
eines Punktes der Cunre im Raum als Funktionen einer vierten 
Variabein, etwa t^ so dass die Gleichungen der Linie in der 
Form erscheinen: 

x=(p^{t\ y=q)^(t), z=(ps(t), 
so entstehen die Gleichungen der Projektionen durch Elimination 
von t aus je 2 der drei letzten Gleichungen. 

Durchläuft z. B. ein Punkt Pmit gleichförmiger Geschwindig- 
keit a eine Gerade PP^ (Fig. 34), während diese selbst mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit b an der Peripherie PSM eines Kreises 
vom Halbmesser r, dessen Ebene zur PP^ normal liegt, parallel 
ihrer ersten Lage fortgleitet, so beschreibt P eine sogenannte 
cylindrische Schraubenlinie und für diese ist es sehr 
vortheilhaft, die Coordinaten irgend eines Punktes Q auf ihr 
zunächst durch eine vierte Variable auszudrücken. Als diese 
nimmt man, wenn die Achse des Cylinders zur «- Achse, die 
Ebene des Kreises zur ajy- Ebene, die AP zur a;- Achse ge- 
wählt wird, QS, SR und RA die Coordinaten von Q sind, den 
Winkel SAP=t Vorausgesetzt, dass P in Q angekommen 
ist nach Ablauf der Zeit t, ist alsdann: 

z (SO) = ar 

rt (SP) = 6r 
woraus : 

2 a 

Vt ~h 

folgt, oder wenn die Constante y kurzweg mit k bezeichnet 

wird: 

z = krt^ 

während für die übrigen Coordinaten x und y sogleich aus 
der Figur hervorgeht: 

X = r cos t^ y = r wx t 
Die Projektionen der Schraubenlinie auf xy^ xz und y^-Ebene 
sind demnach die Linien der Gleichungen: 
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x^^y^=r^^ x=rcoHj-, i/=rsmv-- 

Beschreibt dagegen die PP^ nicht, wie eben, einen Cylinder, 
sondern einen Kegel (Fig. 35), so entsteht die sogenannte 

conische Schrauben- 
linie, für deren Glei- 
chungen man yhält, wenn 
wieder angenommen wird, 
dass P nach Ablauf der 
Zeit T in Q angekom- 
men ist: 

PQ =ar 

also : 

PQ =^H = krt 

folglich : 

z (ClS)=PQsmX=krtsba 

X y(SÄ)=PSsin^ 

= PQcosA.sin/^ 
= Jt7^ cosA,sin^ 

x(PR)=PScoBf^ 

=Ar^cosAcos^, 

oder weil: 




LLi r sin^ 



smA=-p^ = 



sin a sin t 



smcc 



. . PL. LiN rcost 

cos^sm/tt=-p^ p^ = — j;— = sinacos< 



sin CK 



ist: 



, PL. PN 

C08^C0S^=-p^ p^ = COSa 



x=krt cos a 
y = krtBin.a cos t 
2j = jkr^ sin a sin «. 
In ähnlicher Weise kann man sich auf Kugeln und andern 
Flächen Schraubenlinien construiren. 
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i Durch Elimina- Fig« 35. 

tion bez. von z und 

\ y aus 2f =/(a?, y) 

■ und z^=F{x^y) bil- 
den sich die Glei- 
chungen y = y(fic) 
und 2=<D(a?), deren 
geometrischeAequi- 
valente gerade Cy- 
linder sind. Ihr ^^ 
Durchschnitt ist 
identisch mit dem 
der beliebigen Flä- 
chen erster Glfei- 
chungen. Die Gleichungen einer geraden Linie, welche diese 
Curve im Raum in den Punkten «j, y^ =y(a?i), z^ =<D(a?j); 

a?i +z/a?i , y^ Ar^Vx =9>i^i +^^1)7 «1 +^^1 =0(x^ +^^1) 
schneidet, sind: 

woraus man durch üebergang zur Grenze (Jx^ = 0) als 
Gleichungen der Tangente an jene Linie im Punkte x^y^z^ 
erhält : 

129) 



2^— yi=S;(^— ""i) 



dz, . s 

Die rechter Hand vorkommenden Differentialquotienten 
^ und ^ sind entweder aus den Cyhndergleichungen zu ent- 
nehmen, oder, unterlässt man die zu letzten führenden Eli- 
minationen, aus den Gleichungen, welche sich durch Diffe- 
rentiation der Flächengleichungen z =f{x^ y) und z = F(x^ y) 
ergeben. Bei dieser Operation ist zu bemerken, dass jetzt von 
den drei Variabein nur eine unabhängig ist;* als diese a?. vor- 
ausgesetzt, ergiebt sich dann: 



d» V. I V. ^ 

dx 'hx~^ "hy dx 
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• 


dz _^F , dF dy 
dx ös; ' ^y äsd 




woraus : 


If hF 
dy 3x Sa; 
dm ^ If dF 

d^ ^2; '^y ^y Ix 
lÜ». ^If IF ' 





"hy 2y 

Sind endlich die Flächengleichungen nicht nach z auf- 
gelöst, sondern etwa in der Form 

fix, y, z) = Q F(x, y,z) = 

gegeben , so erhält man zur Bestiimnimg von ^ und ^ die 

Gleichungen : 

^T ^3^ öZa; ' hz dx 
Sac ^^ 3y rfx *^ ^z düc 

Aus 129 folgt, dasö die absoluten Werthe der Cosinus 
der Winkel «, ß, y der Tangente mit der-a?, y, »-Achse sind: 

1 dx 



cos £jt =^ - 



COSj^= , - - = , ^ 

COS j^ = - 



Die Tangente an die cylindrische Schraubenlinie schliesst 
demnach mit der Cylinder- Achse einen Winkel ein, dessen Cos. 
den Werth hat: 

kr dt k 

y r^sin''^ dt^ + r^'coa'^t'dt^ +k^ r^ dt^ j/l + fc^ ' 

Diese Grösse ist unabhängig von der Lage des Be- 
rührungspunktes, weshalb man jene Curve auch erklären kann 
als diejenige Linie auf einem geraden Kreis -Cylinder, welche 
alle Kanten desselben unter dem nämlichen Winkel schneidet. 
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Schreibt man einer Curve in der Ausdehnung von a; = ä 
bis cc = 6 ein Polygon ein, so sind die Projektionen dieses 
Vielecks den Projektionen der Curve eingeschrieben und da 
diese mit unendlich wachsender Seitenanzahl gegen die ent- 
sprechende Linie als Grenze convergiren, so muss auch der 
Grenzwerth des ersten Polygons die zugehörige Eaumcurve 
sein. Auf diesem Gedanken beruht die Rektifikation der 
Linien im Räume. Sind nämlich die rechtwinkligen Coordinaten 
zweier aufeinander folgender Eckpunkte des eingeschriebenen 
Vielecks x^y^z und x-\-Jx^ y-^Jy^ z-^-Jz^ so ist die Länge 
der Sehne, welche diese Punkte verbindet: 

folglich der Perimeter des eingeschriebenen Polygons: 

woraus sich durch üebergang zur Grenze {Jx=0) als Länge 
der Linie ergiebt: 

/h rb 

a a 

Auch hier nennt man wieder ds=^'\/dx'^-\--dy^-\'dz^ das 
unendlich kleine Element der Curve. 

Beispiele. Die Länge der cylindrischen Schraubenlinie 
PT (Fig. 34) ist: 

r^ ■ 

I |/r2 sinH dt^ -^r^ co^Hdt^ + k'^ r^ dt^ = r ]/l 4-Ä;2 n. 

Die Länge der Dui-chschnittslinie des Rotationsparaboloides 
y'2 ^z^==2px und des Cylinders y^-{-x^ = 2rx (Fig. 33) ist: 



A 11/11 ^'"~''^'' I Ü^-^ + «^P J^ 



^ 2(r- 

/*2r 



2(r-i>) 
-2r 



r2a;+2ra;2— a;3— (r— 2?)[2r2 — 2r (r— 2?)+4^a;-f-a; (r— jp)— 2a;2] 



dx 



a5(2r — sc) (sc — 2(r — p)) 
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welcher Ausdruck für r = ^ die einfachere Form annimmt: 

/•Ä /»TP 

p" p;; 

= 8r f]/2 — sm2y d(p=QrY2 fVl— ^sm> dy 
•^0 •^ 

Die Curve ist also doppelt so lang als eine Ellipse der 
Hauptachsen 4r 1/2 und 4r. 

Rechnet man statt mit rechtwinkligen Coordinaten (Fig. 29) 
a? = AR, y = jBQ, 2 = QP mit polaren (> = AP, Z. w = QiP, 
Z. d-=^ QAR, so ist wegen 

x = Q cos w cos v^ 
y = ^ cos ft> sin ^ 
2 = ^ sin w 
Ä£c=cosft>co8^c?^ — Q cos & sin w da) — ^coswsin^cZ^ 
dy == cos (ü sm d^ dQ ---QsiD.(jü sind- da) -\-Q cos 0) cos &d& 
dz = sin w d^ -}" (^ ^^^ ^ 
das unendlich kleine Element: 

(d8)2 =(d^)2 4-^2 (da>)2 +^2 C0S2 ft;(d^)2 

also; 



fda\'i 






Beispiele: Für den Durchschnitt des Cylinders x^ —rx 
-^y^=0 und der Kugel aj^ -|-y2 -j-2j2 =|,2 erhält man in Polar- 
coordinaten : 

w = ^, ^ = r 
also für die Länge dieser Linie: 

n n 



3 = 4: I ]/r2-f r2cos2^ d&=ir \ ]/2— sin2^ d& 







C' 

4r I ]/2— Sil 
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=4rl/2 






8in2 ^ d&. 



Die Curve ist demnach so lang wie eine Ellipse der 
Hauptachsen 2r\^2 und 2r. 

Krümmungshalbmesser und Evolute. Fasst man 
eine Curve auf als zusammengesetzt aus Kreisbögen ver- 
schiedener Radien und verschiedener Ebenen, und ist pq=j8 
(Fig. 36) ein solcher Kreisbogen vom Halbmesser pM=qM^ so 



ist das Maass der 
Krümmung der Curve 
in der Ausdehnung 
von p bis q bekanntlich 

-j-=-=7 = — rv. Diese 

Anschauung kommt der 
Wahrheit desto näher, 
je kleiner pq ist; für 
eine beliebige Curve, 
deren Krümmungsver- 
hältnisse sich von 
Punkt zu Punkt ändern, 
ist denmach das Maass 
ihrer Krümmxmg in 
unmittelbarer Nähe des 
Punktes p 

9 ' 

d. h. ein vond Pimkte p 



ng. 86. 



Gr4 = 




em vom Fimkte p aus gerechnetes Curvenstück wird 
man um so mehr als einen Kreisbogen vom Halbmesser q be- 
trachten dürfen, je kleiner jenes Curvenstück ist. 

Sind pr und rq die Tangenten, pM und qM die Normalen 
in p und }, 8u ein mit dem Halbmesser l=rs = ru von r 
aus geschlagener Kreisbogen, werden femer die cos. der Winkel 
der rs mit den Achsen eines rechtwinkligen Systems, dessen 
Anfang in r liegt, mit a, 6, c, die cos. der Winkel der ru mit 
denselben Achsen mit a -|- Ja^ h -{- Jb^ C'\-Jc bezeichnet, ^o 
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sind die Coordinaten des Punktes s: a, 6, c, die des Punktes 
u: a-\'Ja^ b-^Jh^ c-^-Jc^ also 

folglich: 
i- = Gr — = Gr Vt^^>'+(^)'+"^' ^ j/^^'+^^^+^c^ 

Es ist aber a = -j-, h = •^, c = -^, folglich: 

, cb 4*05 — da5 d'Ä 
aa = 3"= 

,, dsdhf — dyd'^a 



de = 



(29 d'2 — dz dh 



ds^ 

woraus : 



— 2dxdsd^xd^8 — 2dyd8d^yd^8 — 2dzd8d^zd^8\ : (<?»)*, 

oder da wegen (d8y=idx'^-\-dy^-\-dz^: 

2d8d^8:=2dxd^X'{'2dyd^y+2dzdH l 

sein muss: I 

da2-|-d62^dc2 = {(d«)2 [(d^xy-{-(d^yy + (dHy] I 

—{d8y(d^8y]:id8) 
entsteht. Man erhält also: 

131) e= 



Der Krümmungshalbmesser pM = Q (Fig. 36). liegt in der 
Ebene des Kreisbogens su und ist der Geraden su desto mehr 



*) Für zwei Dimensionen (z = 0) und unter der Annahme, dass x dii 
unabhängige Variable ist (d'^x=0), wird hieraus: 

1 1 _ cfe» 
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parallel, je kleiner pq ist. Sind also die Winkel des Krüm- 
mungshalbmessers mit den Goordinatenachsen A, /u, y, so hat 
man (Fig. 37): 

.da da 

db dh 

Co» ^ = IT = ^ dT 

de dt 

c^« ^ = "S- = ^ dT' 
woraus für die Coordinaten a, ß^ y des Krümmungscentrums 
M in Fig. 36 (oder in Fig. 37 des Punktes m, wenn man sich 
8 als Curvenpunkt a?, y, «, «w als (» denkt) : 

. o da 

a — a?=^cos A =^^ -^ 

132) ^ ^ o d6 



- = />2 



de 



folgt oder endlich: 



a — X 






Vd»w 'T"Vd«W • Vd»W Vd«0 
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ß-y = 



y — z = 






\d8^ ) 



Darnach erhält man Zv B. für die cylindrische Schrauben- 
linie (Fig. 34): 

a= — rk^C0Btj ß= — r&^sin^, y=krt 

oder wenn rk^=r^ gesetzt wird: 

a= — r^cos^, ß=i — r^sinf, y=krt 

Wegen y=krt liegt das Krümmungscentrum des Punktes 
Q(Fig. 34) auf einer durch Q normal zur «-Achse gelegten 
Ebenen und zwar in j, wenn Qgf==Äs=r-{-ri ist, wobei für 
die Figur k<Cl angenommen wurde. Nennt man die Linie, 
welche der Ort der Krümmungsmittelpunkte piner gegebenen 
Curve ist, wieder ihre Evolute, so ist die Evolute einer 
cylindrischen Schraubenlinie auch eine cylindrische Schrauben- 
linie, deren Cylinder mit dem der gegebenen Linie die Achse 
gemeinsam hat. 

Die Ebene des Krümmungskreises ist durch den Krüm- 
mungsmittelpunkt M (Fig. 36) und die Tangente pr bestimmt. 
Es ergiebt sich also ihre Gleichung, wenn man die Constanten 
« und ß der Gleichung einer durch p (x^ y^ z^) gelegten Ebene: 

aj— a?i4-a(y— yi)4-/?(2;— «f) = 
aus 

c?a5j-f-a%i-f-/Sd2'i=0 (wegen 129) 
da -^-adh -\-ßdc =0 (wegen 132) 
entnimmt. Als Gleichung dieser Krümmungs- Ebene, auch 
wohl Schmiegungs-Ebene genannt, weil sich von ihr nachweisen 
lässt, dass sich die Curve in unmittelbarer Nähe des Punktes 
p an jene inniger anschmiegt als an jede andere durch p ge- 
legte Ebene,*) ergiebt sich alsdann: 



*) Sind nämlich die Gleichungen einer Curve 

die Goordinaten irgend zweier Punkte 1 und 2 auf ihr 
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(aj- aJi) {dy^ d^z^ —dz^ d^y^) + (y—yt) {dz^ d^x^ —dx^ dH^) 

+ (« — 2?i) {dx^d^y^—dy^d^x^)=0 
oder wenn der Einfachheit halber: 

X^=dy^ d^z^—dz^ d^y^ 
Y^ = dz^ d^x^ — dx^ d^z^ 
Z^=^dx^ d'^y^ — d«/i d^x^ 
gesetzt wird: 

X^{x-x,)+Y,(y-y,)+Z,{z^z,) = (^. 



U) »2 = 9(^1 + ^)» 2^2 = '»^(^i + Ä)» «2 = a:(<i + ^)» 

80 ist bekanntlich die Gleichung irgend einer durch 1 gelegten Ebene 

ni) aj — aj,+i>(y — yi) + ff(« — 2;i) = 0, 

während die Gleichungen einer durch 2 normal zur Ebene III gezogenen 

Geraden 

IV) y — J/2=M« — a;^) 
z — «2 =2(^ — ^2) 

sind. Aus den leicht zu berechnenden Coordinaten des Durchschnitts der 
fli und IV ergiebt sich als senkrechte Entfernung e des Punktes 2 von 
der Ebene in 

V) ^ L ^2 — a^i +I>(y2 — 2/1) +g(y2 — V\) 

' '-- VT+F+i^ 

was auch wegen : 

auf die Form 

gebracht werden kann. Da die Ebene verglichen werden soll mit dem 
Theil der Curve, der in unmittelbarer Nähe des Punktes 1 liegt, so kann 
^an sich h so klein denken, wie man nur will ; folglich fällt e am kleinsten 
aus, wenn p und q aus 

dt ^P dt ^2 dt ^ 

dV^ ^-P di^ ^^ dt^ ^ 
genommen werden. Geschieht dieses, so wird III die Gleichung der oben 
Detrachteten Krümmungsebene. 
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Diese Ebene hat im Allgemeinen für jeden anderen Punkt der 
Cm ve eine andere Lage, weshalb man bei den Curven im Räume 
ausser ihrer schon betrachteten Abweichung voi^ den Tangenten 
— die sogenannte erste Krümmung — auch die Abweichung 
von den Krümmungsebenen — die sogenannte zweite Krüm- 
mung — in Betracht zu ziehen hat. 

Ist Jq) der Winkel der Krümmimgsebenen für die Punkte 

f{Xy y, Ä,) und q (x-\'Jx, y'\-Jy^ Z'\-Jz), das Curvenstück 

pq=j8, so ist offenbar das Maass der zweiten Krümmung im 

Punkte p 

ftr ^9> _ <^ ^ 1 
^^ j8 — 'dT — R ' 

Um diesen Grenzwerth in den Coordinaten eines beliebigen 

Curvenpunktes darzustellen, ist es zunächst zweckmässig, die 

Winkel der Krünamungs- Ebene mit den Coordinaten -Ebenen 

einzuführen. Sind die cos. dieser Winkel il, fi, C, sq dass 

bekanntlich : 

ißt^ also die Qleichung der Krünamungs -Ebene auch in der 
Form 

gegeben werden kann, so folgt hieraus zunächst als Gleichung 
der Krümmimgs - Ebene im Punkte x^ -j- ^^i y Vi + ^Ji' 

(A+JÄ)(x-x,-Jx,)-{^{B-^jB)(y-y,-Jy,) 

4-((74-^C)(2— «1-^00 = 0. 
Für den Winkel Jq) dieser beiden Ebenen hat man demnach: 

cos^y=l-2sin2^=l+4^ii+B^B+C^C 

oder wegen: 

l=(A+jA)^J^(B-^JBy + (C+JCy 
auch: 






p^^ 2 \ rJ<pY^ (JÄ)^+{JB] 



2 

Folglich ist 
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_ = -^ ^. 

Die Ausführung der Differentiationen giebt: 
j ^ ^ Y^dX-\^Z^dX — XYdY— XZdZ 

^^^ XUY^ZHY—XYdX— YZdZ 

(Z2_|_y2_|_22)4 

j„^ Y^dZ-\- X^dZ— YZdY— XZdX 
(Z2 + r» + Z2)i 

also: 

woraus endlich wegen: 

XiF- YdX YdZ^ ZdY ZdX— Xd Z , , ,, ,. ,. ,, , 
^ = j^j = -^^ = dx {d'^yd^z - d«« d3y) 

+ dy (i^z ds« - d^a? d3«) + <& (d»aj d3 j/ — d*y (£»») 
entsteht: 

1 __ da; (d^y d»g — d^z d^y) + dy (d^g d^g — d^a? d^g) + dz (d^xd^y-^d^y d^x) , 
5 (dyd^g--dgd*y)2 + (d2d3aj--dxd2g)2 + (da;d2y — dyd^a;)^ 

Eine Curve im Baum ist also eben, d. i. »-===0, wenn, x 

als unabhängige Variable vorausgesetzt, 

d^y dH - d^z d^y = 

ist. 



«5!n^;-v 
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IV: Vermischte Aufgaben. 



1) Einem Kreise vom Halbmesser a das kleinste 
n-Eck umzuschreiben. Nennt man den Winkel der Eadien 
zweier aufeinander folgender Berührungspunkte xpk^ so ist der 
Inhalt des Theiles des gesuchten w-Eckes, welchen jene 
beiden Radien und die entsprechenden Tangenten begrenzen, 

=angf , das n-Eck also =0^ [tg^^ + tg^+.-f-tg^], wo 

V'i + V2 4"' •+ ^^«=271. Hieraus findet man, dass die verlangte 
Figur irgend ein regelmässiges umschriebenes n-Eck 
sein muss. 

2) Einer Ellipse das kleinste n-Eck umzu- 
schreiben. Da man die Ellipse als Projektion eines Kreises 
ansehen kann, ist die gesuchte, Figur die entsprechende Pro- 
jektion eines kleinsten einem Kreise umschriebenen n-Eckes. 

3) Auf einem beliebigen Durchmesser DÄD^ 
= 2a eines Kreises wird von seinem Mittelpunkt A 
aus nach links AB = k(<Ca) abgetragen und B mit 
zwei beliebigen Kreispunkten Cund£ geradlinig 
verbunden. Wie gross ist der Körper, welcher 
durch Rotation der Fläche BCE um DAD^ als Dreh- 
achse entsteht? 

Unter "Benutzung der Guldin'schen Regel ist das Element 
des Gesuchten: 

dt? = y TT I Ä cos 9 -}- j/i^ cos^y -f" ^^ — Ä^ J ^^^ 9 ^1 
demnach der Körper, wenn LCBD=g>Q^ LEBD=(pi 
gesetzt wird: 
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F=y7r[— &3cos*y — cos^(Ä;2cos2y-|-a2— &2\i 

4) Die Integrale (-- — ^ lind f ^ zu 

J(a + /J sin a:)* J(a + ß cosxf 

lösen. 

Setzt man in 77: y^za-^ßz^ darauf il +-8«+ Ca2 = öi 
ß{B+2Ca) = b, Cß^=c, also: A= ^ß^-^^+<^^\ 

B= '^~ ^ , ^"^p ' ^^ entsteht: 



/■ö 



>« + /?«)"|/ö + ^« + «»^ («—1) (o/J» — 6|Ja4-ca2) (a + jJ»)*"^ 

^ n — 2 ^ r ^ 

""ir=~l a^»— 6/Ja + cflfJ J (« + jja)«-«}/ a + 6« + ^ ' 

Setzt man hierin femer: 

2 = sincc, a = l, 6 = 0, c = — 1 
so ergiebt sich: 

dx ß cos 05 



J(a 



j(a + /jBina5)'* (n — 1) (/3'— «*) (a + /3sinaj)"-^ 

2n — 3 2a . r d» , » — 2 1 C dx 



1 — 3 2tt r da; . n — 2 1 f 



während für: 

« = cosa?, a=l, 6 = 0, c = — 1 
entsteht: 

f dx /?8ina? 

J (a + ß cosflcf (n - 1) (/S^ — «') (a+ ß cos»)"-^ 
_ 2n~3 2« r dx . n — 2 1 f dx 

2n-2/JJ-a»J(«+^cosxr-i"^n-^l|J'-a«J(« + |Scosx)*-*' 

5) Der links vom Mittelpunkt A einer Ellipse 
der halben grossen Hauptachse a, der numerischen 
Exentricität E gelegene Brennpunkt F wird mit 
zwei beliebigen Ellipsenpunkten P und Q gerad- 
linig verbunden; wie gross ist der Sektor JPPQ? 
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Auf das polare Coordinatensystem des Poles F^ der Achse 
FA bezogen, ist die Gleichung der Curve 

1— Ecosqp 
also die fragüche Fläche, wenn L PFA = 9P0 ? ^ Qf"^ == 9^i 
gesetzt wird: 

6) Der Sektor FPQ der letzten Aufgabe rotirt 
um FA als Dreh-Achse; das erzeugte Volumen zu 
berechnen. 



V=^naHl 



' ^ 1(1— -B cos 9)8 
•^90 

__2^ a (1 ~Jg')^ r 1 1^' 

~ 3 ^^ E j 2(l-^cos9)M • 

7) Die halbe Cykloide AF (Fig. 10) rotirt um 
F-Achse; wie gross ist die erzeugte Oberfläche? 



0: 



32 



-r^n. 



8) Wie gross ist derKörper, der durchRotation 
der Fläche AGFPA (Fig. 10) um T- Achse erzeugt wird? 

7=»-(f-|)- 

9) Wie gross ist die Fläche, welche ein Ellipsen- 
Quadrant und seine Evolute einschliessen? 

Ist Q der Krümmungshalbmesser, ds das Bogenelement 
der Ellipse, so ist das Element des Gesuchten: 



dF= — Q.d8= 



2db 



-E^x^)^ 



dx^ 



wenn a und h die halben Hauptachsen sind, E die numerische 
Exentricität \E=^ ^ ^ ^ \ Die Fläche ist demnach: 



^_«^ 3a^+2fl^6^ + 36* 
32 ah 
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10) Die Schwingungsdauer eines Cykloiden- 
pendels für beliebige Elongationswinkel zu be- 
stimmen. 

Fig. 8S. 
Y 




Die Gleichungen der halben Cykloide AB^ bezogen auf 
das System YAX^ sind: 

y = r-}-rcoS9D 
wenn r der Radius des rollenden Kreises und fp der Wäl- 
zungswinkel ist. 

Um von der beliebigen Anfangsstelle P des Wälzungswinkels 
(Pq nach A zu gelangen, gebraucht ein materieller Punkt die Zeit: 

f 9jJ^ r COS90— COS9 r g 

Da diese von (p^ unabhängig ist, so hat die Cykloide die 
Eigenschaft einer Tautochrone (Curve derselben Fallzeit für 
beliebige Anfangsstellen der Bewegung). 

11) Von einem gegebenen Punkt P innerhalb 
eines Kreises zwei zu ein- 
ander senkrechte Gerade PQ 
und PS so zu ziehen, dass 
der Inhalt des Sektors PQS q^ 
ein Max. Minimum wird. Be- 
zeichnet man die Entfernung des 
Punktes P vom Kreismittelpunkt 
niit A, den Kreisradius mit a, 
den unbekannten Winkel RPQ 
mit t^, so ist der Inhalt des be- 
treffenden Sektors: 



Fig. 39. 
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^^ 4" \' ^^^ sin (— sin v) + -^ ^^^ ^^^ ("~ ^^^ V') +*^ ^^V^ ®^s v/ 

-{- Y sin t^ j/a^ — k^ sin^ t// -j- y cos v^ j/a^ — k^cos^x/j 

und der gesuchte Werth von xp folgt aus: 

(coB^t/j — sin^t^) (\/a^ — k^Bm^yj-\'kcoH%//)=0 
welche Gleichung giebt, da der zweite Faktor linker Ebnd 

nicht gleich Null sein kann: sinxf/=+yY' ^^ i^=45® 
tritt das Maximum, v/=225<^ das Minimum ein. 

12) Ein Quadrat bewegt sich parallel seiner 
ersten Lage so vorwärts, dass sein Mittelpunkt 
eine zu jeder Lage des Quadrates senkreclite 
Gerade und seine Ecken congruente halbe Cykloiden 
beschreiben. Wie gross ist das Volumen des so 
erzeugten Körpers? 

F= 2r» {l—C0Qtydt = 5r^n 

13) Ein Kreisbogen des Centri-Winkels 2«, des 
Halbmessers r, rotir.t um eine Gerade, die in der 
Ebene des Kreisbogens winkelrecht zu dem Radius, 
der 2a halbirt, um a tiefer als der Mittelpunkt 
liegt. Wie gross ist der Inhalt der beschriebenen 
Oberfläche und des. Körpers, der dur<;h die Drehung 
der Fläche entsteht, welche von dem Kreisbogen 
und den von seinen Endpunkten gegen die Dreh- 
achse gezogenen Lothen begrenzt wird? 

Oberfläche = 



äche = 4r7r | ( ^y— -f"^^ (fcc=4r7t(a«-f"^sina) 

^0 

r+ri 

= 2n I (a 





"•-f-rsina 

Volumen =2 TT 1 (a -f- Yr^ — x^f dx 



= 2 TT (a^rsina-j-^^si^« — —T~^ ar^ «-[- ar^ sin a cos«) 
14) In die Kugel x^'^y^-{'z'^=r^ ist derCylinder 
aj2 — ,.jjj^y2---o (Fig. 40) gesteckt; daö gemeinsame 
Volumen zu bestimmen. 
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r f 

'=4 dx \ 



y/rx — «* 

■j/j.2 — a.2 _^ ^2 (Jy 



= 2 



= 2 fda; [(r* — a;2) arcsin l/^::^ + (r - a) V^l 



— 3 r^~ » 



_|,2 y;^+|,..arctg Vf]=|r3 (._±). 



Fig. 40. 




15) Den Theil der cylindrischen Fläche letzter 
Aufgabe zu bestimmen, welcher in der Kugel liegt. 



J •^ 



dxdz 



4:r'^. 



16) Den Theil der Kugelfläche vorletzter Auf- 
gabe zu bestimmen, der im Cylinder liegt. 
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rr ryrx — x^ 
= 4 da. ' ^^ 



4r I d 

•/ 



rf,arc8in|/^-^ = 4r2(|_i). 



17) In die Kugel x'^J^y'^-{'Z^=r'^ ist der Cylinder 
(o? — «tgw)2-|-y^=^^ (Fig. 41) gesteckt; das gemeinsame 
Volumen zu bestimmen. 

Fig. 41. 




Die Gleichungen der Projektionen der Durchschnittsfigur 
(ä>a 1 h j auf xz und a?y-Ebene sind : ä = — oj tg 2ft> {aAa ^ ), »-^ — ^— - 

-|--^ = 1 (d6dj6i), also der Inhalt eines Schnittes a^yS senk- 
recht zur y-Achse 

/•— C0B2fl)l/''^ — y^ /•+ V r^ — y2 » 

S=ctgw j(a--f-|/r2-2^2) ^^ _j. I "|/^2_a;2 _»y2 ^^ 
•>'_]/ r2_2^2 •^— cos 2a) V»*^— 3^^ 

woraus sich endlich für das gesuchte Volumen ergiebt: 
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•/ 

18) Den Theil der cylindrischen Fläche letzter 
Aufgabe zu berechnen, welcher in der Kugel liegt. 

'•—cos 2(0 )/r2— y» 

Ob. =-^1 dvf -[/ '"-f^:" dx' 



rr r — cos 2(0 y r^' 
^0 *^_V7n=73 



19) Den Theil der Eugelfläche vorletzter Auf-. 
gäbe zu berechnen, welcher im Cylinder liegt. 

20) Die Länge der Durchschnittsfigur der 
Flächen der 14*®" Aufgabe zu bestimmen. 

s =l/2r- j l/i^^^ d^ = 4r |/^g^^ siny cosyrfy 

= 4r]/2 I Vi — ysin^^ d(p d. h. die Curve ist so lang 

i?ne eine Ellipse der Hauptachsen 2a=2rl/2, 26=2r. (S.St.l93.) 

21) Das den schiefen Cylindern {x — «tgw)^-}"^^ 
= r2 und (a?-f-«tg^)^H-y^=*'^ derselben kreisförmigen 
Basis vomHalbmesserr gem'einsame Volumen zu be- 
stimmen (Fig. 42). 

Die Gleichungen der Projektionen der Durchschnittsfigur 
ßSa auf sc«, xy imd ?/2?-Ebene sind: 

2 



tg -9- — tg (0 



^i: l--^=i 

V tg-a'+tgcö / 

Digitized by LjOOQ IC 



208 



fo^lich: 



woraus das Volumen mit 



8 
tg^ + tgfl) 



.(r2_y2), 



3 tg^-{-tga> 

folgt, 

22) Den Theil der Fläche des ersten Cylinders 
letzter Aufgabe zu berechnen, welcher im zweiten 
Cylinder liegt. 



Ob 



= ^jdyjy'l 



tg»+tga> ^"^ ^ 



==4r2 



2a) + 8in2(p /'Hieraus folgt für den FaU, dass \ 

V^der erste Cylinder gerade ^^'T^-k'J 
Fig. 42. 




23) Die Länge der Durchschnittsfigur aj9(Fig. 42) 
der beiden Cylinder vorletzter Aufgabe zu be- 
stimmen. 

Dieselbe ist so* lang wie eine Ellipse der Hauptachsen 2a 

tg^+tgCD ' 
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24) Die Fläche zu complaniren, welche durch 
Rotation der Lemniskate(aj2-f2j2)2=a2(a;2—2;2) (Fig. 43) 
um ihre Achse AB entsteht. 

Die Gleichung der Fläche 
ist in rechtwinkligen Coor- 
dinaten : 

= a^(x^ — y2 — 2;2) 1 

in polaren: 

^2==a2(C0s2cüC08 2^ 

so dass (siehe Seite 171) 




wird. Die Ebene ZAC {LCAX=$) schneidet die Fläche in einer 
Linie, deren Tangente in A ist: 

2/ = tg ^ . aj 

V cos 2-9- 
cos 'S" 

Diese schliesst mit der AC den Winkel w, die obere 
Grenze des Integrals nach w, ein, für den man erhält: 



CO = arc sin y- 
also ist die gesuchte Fläche: 



cos 2^ 
+ cos2^' 



Fl. = 8a2 



=i8a2 










arc sin y - 

cos w düt) 




cos 2-9' 
+ cos 2-9' 



^ 

/»OD 



COS 2-9 



+ cos 2-9 



/ 1 -J-M f 1 U 



du 



+ 2v2) (l-|-t,2) 



cZ«? = 



:^'(y-2_.). 



Qrelle, Elemente der Theorie etc. 
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25) Ein gerader Kegel 
kreistörmiger Basis (Fig. 44) 
wird durch die Ebene ahc 
(ab II e/i cb -L 4)0 ^^ zwei Theile 
zerlegt; wie gross ist das 
Volumen des Theils, derlinks 
von der Schnittebene liegt, 
wenn j46 = c, Ae = h^ Af = r, 
AAef=a gesetzt wird. 

^* Der Schnitt aßy 1. Ae in der 

Entfernung z von der Basis ist: 



j' 



■ztga 



Vtg2a (Ä - «)2 — a;2 da = tg2« (A — «) 2 ^ 

—{h—z)tga 
(h. 



4- 



— ^ — ^— arc sm ■ ® — 



{h — ») tg a 
c--^tg« ^^2tg2^„c2 — 2Aztg2«-f2cgtg« 



also das betreffende Volumen: 

,Ä+nctga 



, H/ htga+c j ^2hHg^a 



arc sm i 



+ 6cA^ tga— hc^ — 2c3 ctg a 



}• 



Hieraus wird, wie es sein muss, für c = Ätga: 
c = — ÄtgaiO. 



r^hn 



, für 



Bestimmung einiger Schwerpunkte, 

Hierbei sind die Schwerpunktcoordinaten mit Xq^ y^ bez 
a?Q, ^Q, «0 bezeichnet, 
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I. Cnrven 
, Für den Schwerpunkt des 
Kreisbogens MN (Fig. 45), 
den die ^- Achse halbirt, dessen 
Mittelpunkt in A liegt, ist, AN = r, M^ 
AL=^a gesetzt: 



i + ^-Jx^ ^^^ 



Figr. 45. 



arciOT* 




*^ 

Für den Schwerpunkt der Cykloide''=*'('~^"'')i8t von 
«=0 bis < = <: 

s==rl/2 I l/l-co8<d<=4r 1 sinl di- = _4rcosi- + 4r 

r f 

= 2r2|- 2<cos^ + 4 sin I - i- sin^ i-[ 

r r 





l(^ — sin^)sin~rf^ 




= 8r2 I . 



sin3 L d± 

-8in2±c08| , 



3 3 """ 2 "1" 3 I 

Für die ganze Cykloide (t = 2n) ist also: 

Für die Parabel y^ = 2px ist vom Scheitel x=y=0 
bis zu einem beliebigen Punkt a-y y: 



] 
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fe-*^> 



5#;. 



's:'.-. 



n^. 



-•V 



»a?n 



«2/0 



+ w 'V ? J 



V a? = r cos < 

Für die cylindrische Schraubenlinie y = r mt 

z =^ krt 

(Fig. 34) ist vom Punkt < = bis zum beliebigen Punkt t: 

Jo 

sXq = [xds = r^ "j/rfF Cco^tdt=ryi^k^ sint 

Jo Jo. l I 

r.t ^t \ 

sy^ = \yd8 = r^yüf¥ \smtdt=r^]/l-\'k^(l-^co^t)} 

Jo Jo 

8z^ ':==fzd8=kr^yr^ftdt=^!^y'^^ 



also für den halben Gang (t = n) : 
und für den ganzen Gang (t = 2n): 



krn 



s= 2?*7r]/l-{-fe2 , a?Q=0, 2^0=0, 2o=*^^- 

II Flächen. 
Für die Kreisfläche MPNQ (Fig. 45) ist: 






Fl. 






r% 



== -g r^ arc sm 



. ^ ayr^ — a^ 
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Fl. X, = 0, Fl. yo 



r 

= 2 I yxdy = — a^. 



Für den Halbkreis also (a = r): 



Fl. = 



r«« 



4 r 



Für die Parabelfläche, begrenzt von ihrer Achse, 
der Curve von x = bis x = x und der Ordinate y ist: 



Fl. = 



2 



Fl. oJo = -g- a?2 y, 



Fl. yo 



~ 4 



Für einen Ellipsen-Quadranten ist: 

/»* 
Fl. = -L a&TT, Fl. a?o = 4- \^V<^^—^^ ^ = T '*^^' 

Fl. yo == ry^^ = V- 
Jo 

Für die von der Cykloide ^~^S~ 1 und ihrer 

Basis begrenzten Fläche ist: 

%XQ=r^ 1 (^ — sinO (1— cos^^ dt = in'^r^, x^=rn 



r 



f 3 ^2« 

Fl-yo = Y (l-cost)3d^ = 

^ Jo 



r^ TT, 



6 
Flg. 46. 



Für den Mantel eines abge- 
stumpften geraden Kegels, 
entstanden durch Rotation der B^ C^ 
yig. 46) um AC ist, wenn tg C^ AC 
-a gesetzt wird: 

^27iiyd8 = 2na\/l+a^ (2aÄ + Ä2) 

i . 

fr^-us für die Entfernung des Schwerpunktes vom 

ykt B folgt: 




B + r 
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Für den Mantel eines Rotati onsparaboloide:^. 
entstanden durch Drehimg der Parabijl y'^ = 2px um lki€ 
Achse ist: 

^""^ ^ . ^ 

^0 



Fl. == 2;rjyd»= 2 J Jy Vt^M^^-^i/ = IJ jCy^+P^)^-?' j. ! 

Für den vierten Theil der Kugelflächo der 19< Äuf- 
e ist: 



^^X'^j 



-J-Vr'-y' 









= rldy 



dx = -^ COs'^a». 



— coB 2ca ^ r^ — y^ 

Hieraus folgt für w = (Viertel der Kugelfläche): 

^ r r 

ni. Körper. 
Der Octant des dreiachsigen Ellipsoides ^H-p 

^ =5 1 wird durch zwei Ebenen winkelrecht zur sc -Achse 
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Figr. 47. 




(sc = Xj , a? = X2) geschnitten. Für den Schwerpunkt des 
Körpers, den diese Ebenen und die entsprechenden Theile 
des Ellipsoides, der XZ und ZF-Ebene begrenzen, ist: 



Vol. = cU h/l-g-geij, 
Xq.YoI = c \xdx \y^ — %—^<^y 



...Vol.=^ 



rJ*«J(i-S-S)* 
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oder wenn . ^ =sina) gesetzt wird; 

Vol. = fcJ(l-|)*eJcL>d» = l.l|j«- gj^ 

Hieraus wird für den Octanten (scj^^^O, 0:3 = 61): 

für das halbe Ellipsoid: 

2 3 

Vol. = ~a6c7r, a?o= — a, s^o=0, 20 = 0, 

für die Halbkugel vom Radius r: 

Nimmt man in letzter 'Aufgabe statt des Ellipsoides das 
elliptische Paraboloid der Gleichung ^ = ^4"|^iS0 ist: 

Vol. =1/2^ 



r^2 /•l/26a; 
= V2^ \dx \yx-^dy 



n 



J|/6c I dx ( ccCOS^^dqD = ^-j-^ti | «2 1 
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-o.Vol.=fl/6^[a>3j; 

woraus für den vierten Theil des Paraboloides(a;=0, x = X2): 



Vol.=^V6c.7r, a;o=-|a;2, 2/o=j|- 


k 26a:j 16 ]/ icx^ 
n ' •« — 16 » ' 


für das ganze Paraboloid endlich: 




Vol. == x^ 1/6c 71, a5o = y asj, 
folgt. 


2/0=0, «0=0 



Bestimmung einiger Trägheitsmomente. 

Hierbei wird die Dichtigkeit als homogen vorausgesetzt, 
die Masse der Einheit mit y, die Masse des Ganzen mit M 
bezeichnet. 

Das Trägheitsmoment einer Ellipse der Hauptachsen 2a 

und 2b ist : 

.6 



a) in Bezug auf die grosse Achse 2a 

' *^ 



= 4y Mo? }y^dy 

Jo Jo 

= 4y IcZa? \x^dy 
= 46a3y l8in2ycos2yd9p = il!f^; 



/S) in Bezug auf die kleine Achse 26 
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y) in Bezug auf eine im Ellipsen- Mittelpunkt zui 
Ellipsen-Fläche senkrechte Achse 

Das Trägheitsmoment eines geraden Parallelepiped* 
mit rechteckförmiger Basis der Kanten 1a^ 2&, 2c ist in B^^^ 
zug auf eine durch den Schwerpimkt parallel zur Kante 2c 

gelegte Achse = 8y j da? \dy \dz {x'^ J^ y'^) =^ M ^-^^ . 

•^0 *^Q ^0 

Das Trägheitsmoment eines geraden Cylinders dei 
Höhe h mit loreisförmiger Basis (Fig. 48) ist: 

a) in Bezug auf seine geo* 
metrische Achse =^ 

2y \dx \d(f I Q^Qd^ 
^a ^Q ^Q 

ß) auf die durch seinen 
Schwerpunkt A gelegt 
Achse 00 = 

^ 2n rr 




^^--_^^ 




^^h 



^mq> 



dx \d(f} \^d^{x^-\-^^^iu^) 

M( ^ I ^M 

Das Trägheitemoment emei^ 
geraden Kegels (Fig. 49) mit 
kreisförmiger Basis in Bezug auf 
seine geometrische Achse ist: 



). I dx \d(p U^dQ =1^=- 

Digitized by VjOOQIC 



:i*.. 



(3 



.,■ '' T>K^'''' ■'■'■ • '& 



219 

Das TrägheitsmoDftent des RotationsparaboloidjB y^ 
-{'Z^ = 2px (Fig. 50) in Bezug auf seine geometrische Achse ist: 

y \dx \dq) I^3d^=-_.p2 ^^^3 =__pA^. 



,/• 



''O "0 



Fig. 49. 



Pig. 50. 




Das Trägheitsmoment des dreiachsigen Ellipsoids 

a) in Bezug auf die Achse 2a ist: 
Fig. 51. 
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Sy 






.ftc(62 + c*M(l-gy 





ß) in Bezug auf die Achse 26: iH "^^ ; 



dx = -rgabcn y(6^4"^^) =-M — ß— i 



y) in Bezug auf die Achse 2c: M ^-^ — . 
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Y. Uebersicht des Inhalts. 



I. Theorie der entwickelten Funktionen einer Tariabebi. 

Seite 

§. 1. Erklärungen 1 

Constant heissen die Grössen, die den ihnen für 
eine bestimmte Rechnung beigelegten Werth während der- 
selben beibehalten müssen; alle anderen heissen variabjßl. 
Wenn von zwei Variabein die Werthe der einen abhängen 
von denen der anderen, so heisst erste eine Funktion 
der letzten, erste auch die unabhängige, letzte die 
abhängige Variable. Ist die zwischen zwei Variabein 
gegebene Gleichung nach der abhängigen Variabein auf- 
gelöst, so wird diese eine entwickelte oder explicite, 
sonst eine unentwickelte oder implicite Funktion der 
unabhängigen Variabein genannt. 

Erklärung der cyklometrischen Funktionen. Ableitung 
der Formeln: 

arc sin y 4" ^rc sin 5 == arcsin(y|/l — ?^ "i"?Vl — y^) • • ^ 
wenn : y 2 ^^ ^^2 ^ 1 . 

arc sin y-}- aresin 5 = tt — arcsin(y|/l— g^ ^. gf|/i_«.y2) 4 

wenn: y^+?^>l; * 

arcsiny — aresin 5 = aresin (yj/l — q^ — ?l/l— y^)- • ^ 

arctgy-farctgg = arctg ^r^ ^ 

wenn: y?<l; 

arctgy-j-arctgg = TT — arctg -^^-i^ 5 

wenn: y?>l- 
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Wächst eine Variable x allmählich von a bis b an, 
so sagt man: x durchläuft das Intervall von a bis b in 
stetiger, continuirlicher Weise. Entspricht inner- 
halb der Grenzen aj = a und x = b jedem x ein einziger, 
reeller, endlicher Werth des y=f(x) imd ändert sich y 
ebenfalls nur allmählich, wenn x das Intervall von a bis b 
stetig durchläuft, so heisst die Funktion selbst zwischen 
diesen Grenzen stetig. In diesem Falle kann man die 
Diflferenz /(«-(-*) — /(^) durch passende Wahl des h der 
Null beliebig nahe bringen. Nähert sich y=f(x) desto 
mehr einer Grösse 6?, je näher x einer Grösse g rückt, und 
kann man den unterschied zwischen f(x) und G der Null 
durch passende Wahl des^cc beliebig nahe bringen, so sagt 
man: f(x) geht oder convergirt mit gegen g 
gehendem x gegen die Grenze G. Um auszudrücken, 
dass eine Variable x über jede angebbare Zahl oder 
Grenze hinaus wachsend gedacht werden soll, sagt man 
kurzweg: x soll unendlich gross werden. Der Gegen- 
satz von unendlich gross ist Null. 

G-.x£:r=o ' 

^•(1+7)" = 2 +1^ + 1^3 +17^' 

f< 1 E±L 10 

Gr. ^yt!!'"yt"! =0, wenn a>ß>0 8 u. 12 

Convergirt y =f(x) mit unendlich wachsendem x 
gegen den nach x und y linearen Ausdruck y = aa?-[- 6, so 
bedeutet das vom geometrischen Gesichtspunkt, dass die 
Gerade der Gleichung y = ax'{'b eine Asymptote der 
Curve der Gleichung y=:f(x) ist. Bestimmung der 
Asymptoten * '. 12 

Wenn in y =f{x) die unabhängige Variable x um 
irgend eine Grösse h=Jx anwächst, so erleidet die 
Funktion eine gewisse Aenderung. Diese wird stets 

mit Jf(x) bezeichnet, und -^der Differenzquotient 

genannt. Die Grenze, wogegen der Differenzquotient mit 
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gegen Null gehendem 'Jx convergirt, heisst die erste 
A^bgeleitete oder erste Derivirte von y=:f(x) und 

^wird durch y^=/'(aj) dargestellt. Es ist also : (-4^) 

= Gr.(^^) = /=/0»). Geometrisch bedeutet /(a?) 

cUe trigonometrische Tangente des Winkels, den die geo- 
metrische Tangente an die Linie y =f(x) im Punkte o?, y 
mit der cc-Achse einschliesst. 

Die Längen der Tangente, Subtangente, Normalen, 
Subnormalen. 15 

§. 2. Die Abgeleiteten der einfachen Funk- 15 
tionen: 

a+a?, axy — , cc«, a*, log««. Diese sind: +1, a, — -^, 

§. 3. Das Differential. Die Differentiale 16 
der einfachen Funktionen. Da der Unterschied 

zwischen den Diflferenzquotien ^ = -^^ und der ersten 

Abgeleiteten y^=f(x) einer stetigen Funktion y=f(x) 

mit Jx verschwindet, so muss ^ = /(a?) -{- « . z/a? sein, 

wo a im Allgemeinen eine Fimktion von x und Jx ist, die 
aber im Nenner als Factor weder Jx noch eine Potenz 
von Jx enthalten kann. Daraus folgt, dass Jy=f(x).Jx 
'-\-a..Jx^ sein muss, d. h. dass dasjenige Glied in der 
Entwickelung von Jy =f(x'\'Jx) —f(x)^ welches die 
erste Potenz von Jx als Factor hat, f{x).Jx ist. Dieses 
Glied nennt man das Differential von y=:f(x) und 
schreibt dy=f(x),Jx oder auch, wenn zunächst der 
Symmetrie halber dx statt Jx gesetzt wird: dy = df(x) 
=f(x),dx. Darnach bilden sich die Formeln des §. 2 
um in : 

d(a-}-cc) = -|-da? d{x^) = axf^-Hx 

d(a — x) = — dx d(a^) = a"" -^^dx = aHadx 

d {ax) =^ adx d(lga x) = -^^^ dx 
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Nachweis , dass d(x^) = aaf^-Hx für alle Arten von 
Exponenten ist. Beispiele 18 

§. 4. Die ersten AbgeleitetSn und Differen- 
tiale der trigonometrischen und cyklome- 
trischen Funktionen 19 

d sin sc = cos aj. da?, dcosaj= — sinap.da?, dtg«= ^^^a^. , 

° sin ^aj ^ 

d(arc8ina5)===+T7==f" ^^ (^^^ tg ^) == + "JjCT • • ^^ 

d(arccosa?)= — ., d(arcctga3) = — ^ , ^^ . . 19 

§. 5. Die ersten Abgeleiteten und Differen- 
tiale der zusammengesetzten Funktionen. . . 20 

Dieses sind Verbindungen von Funktionen derselben 
Variabein, also, wenn u und v irgend welche Funktionen 

von X bedeuten: w-j-r, u — v, wv, — , w*. Es ist: 
d(w+t;) = d« + dt;, d(Mi;)= wdt? -{- vdt/, d (~ J = ^ " ^ — ^, 

d(M*') = Vt4'^*dtt-|-^''^W^«^' 



§.6. Das Integral. Mit \f{x)dx wird die Grenze 

bezeichnet, gegen welche: [/(«) +/(« + ^«) + . . • 
"\'f(a'^(n—l)Jxy]Jx mit unendlich wachsendem w oder 

wegen -^ = ^cc mit gegen Null gehendem Jx convergirt. 

Jedes bestimmte Integral erscheint also zu- 
nächst unter der Form oo . 0. Es wird vorerst 

rh 
berechnet durch Anwendung der Gleichung: \f'(x)dx 

=f(h) — /(a), deren Gültigkeit an die Bedingung geknüpft 
ist, dass f(x) und f(x) nicht discontinuirlich werden, wenn 
X in stetiger Weise das Intervall von a bis 6 durchläuft. 
Die Berechnung des Integrals nach letzter Formel setzt 
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die Kenntniss der Funktion des gegebenen Differentiales 
f{x)dx voraus. Den Inbegriff der zur Bestimmung dieser 
Funktion nöthigen Operationen nennt man: unbe- 
stimmte Integration oder einfach Integration 
des Differentiales f'{x)dx und deutet, dass diese 
Operation vollzogen werden soll, durch ein vorgesetztes 
J an. Damach ist : ^f{x)dQb =f{x). 

§. 7. ' Das unendliche Kleine. Der Beweis 26 
dafür, dass eine gewisse Grösse (Fläche, Volumen...) 
durch ein gewisses bestimmtes Integral dargestellt ist, 
wird dadurch geführt, dass man zeigt, wie die Grösse 
zwischen Grenzen liegt, deren Differenz gegen die Null 
convergirt, wenn die unabhängige Variable des Systems 
ein Intervall nicht mehr sprungweise, sondern stetig 
durchläuft. Der Grenzwerth jeder der Grenzen ist das 
fragliche Integral. In vielen Fällen kann man die zur 
Aufstellung der Grenzen nothwendigen Rechnungen sehr 
abkürzen. Ist nämlich x die unabhängige Variable des 
Systems, so lässt sich meistens ein beliebig gewählter 
endlicher Theil des zu Berechnenden durch einfache Ueber- 
legungen auf die Form: aJx-^-ßJx^-^yJx^-^,,, bringen, 
wo a, /?, y . . . die Grösse Jx nicht mehr enthalten. Die • 
Summe aller dieser Theile ist beim Uebergang zur Grenze 

r^i rXi rxi rx^ rx^ 

udx, weil ßjx^ = Jx. \ßjx^ WJx^ =Jx'^. \yjx... 

^Xq *^Xq "^^0 *^^0 •'^O 

rxi 

mit Jx verschwinden, welche endlichen Werthe ßjx^ 

rx^ ^^0 

yjx.., auch haben mögen. In diesen Fällen ist also 

Jxq 

die Berechnung der Glieder ßjx^^ yjx^... eine ganz 
überflüssige Arbeit, die man von vornherein gleich unter- 
lässt. Um nun auszudrücken, dass nur das Glied a.Jx 
in Frage kommt, wenn man im Sinn hat, darauf zu 
suramiren und zur Grenze überzugehen, sagt man kurzweg : 
für unendlich kleine dx ist das unendlich 
kleine Element des zu Berechnenden: a.dx. 

Grelle, Elemente der Theorie etc. 15 
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Man hat auch wohl die Glieder ßdx*^^ ydx^... unendlich 
kleine Grössen zweiter, dritter . . . Ordnung genannt, und 
alsdann Vorstehendes kurz dahin ausgesprochen, dass stets 
die unendlich kleinen Grössen höherer Ordnungen gegen 
die unendlich kleine Grösse der niedrigsten Ordnung ab- 
zuwerfen sind. Unter diesem Gesichtspunkt kann man 
dann auch, wie das häufig geschieht, die Gleichung dy 
=:f'(x)dx als unmittelbare Consequenz der Gleichung ^Jy 
=fXx)Jx-\'aJx^-\'bJx^-}-... für sogenannte unendlich 
kleine Jx(dx) auffassen. 

Es ist: 
b 
ydx die Fläche der Linie der Gleichung y =/(«) ... 26 



27 



I 



p 

I yi + (^) cfo? die Länge der Linie der Gleichung y=/(a?) 

n i y^dx das durch Rotation der Fläche um as- Achse er- 
zeugte Volumen 26 

p 

2n I y f l + ("^) ^^ di® durch Rotation der Linie um 

a 

a;- Achse erzeugte Fläche 29 

^ r^rf^ die Fläche der Linie der Gleichung r=:f(g)) ... 30 

y 1 -|- (^) d(p dieLänge der Linie der Gleichung r=f((f) 80 

Untersuchung derCykloide derLemniskateundEpicykloide31-34 

§. 8. Die einfachen Integrationsmethoden. 34 
Integrationsconstante. jC.f(x)dx = C Sf(x)dx. j(f(x)dx 
-[- (p'(x)dx) = Sf(^)dx -[- j(p'(x)dx. Die Fundamental- 
formeln : 

Digitized by VjOOQIC 



35 



227 

Seite 



J ^(ö)"* Jyi — X» I — arccosaj-f-C' 

jcosxdx = 8ina?-(-C f dg j-j-^^^^S aj-(-C 

Jsinajdöc = — cosaj-|-C J 1 + «* j — arcctgaj-j-C 
Uebnngsbeispiele 35 

mnax ,cosbx, Sinex, cosex .. ,dx 36 






.^=^^L=dx für p = 1, 2, 3 37 



Integration nach der Formel 1 udv = uv — j vdu . , . 



38 



§. 9. Die Abgeleiteten, Differential-Quo- 39 
tienten, Differentiale, Differenz - Quotienten 
höherer Ordnungen. Die erste Abgeleitete der 
(n — 1)*«« Abgeleiteten heisst die w*® Abgeleitete. Da 
die Diflferentiale der unabhängigen Variabein constant 

sind, so ist auch /*(a?) = — ""fl . Beweis des 40- 
Satzes, dass der w*® Differenz -Quotient: — \^^ = 

Ax+n^x)^nf(x + {n^l)Jx) + ^^f(x+in^2)Jx)^+...±Ax) 

_, _^ 41-43 

niit gegen Null gehendem Jx gegen die n^ Abgeleitete 
convergirt. Die höheren Abgeleiteten von a+x^ o«, — , Za?, 43 
aj", a*, sina;, cos«, arctga?,' uvj arcsinos 44 

§. 10. Die Sätze von Taylor und Maclaurin. 44 
Vorbemerkungen. Es lässt 'sich stets ein positiver echter 
Bruch der Art bestimmen, dass für Zahlwerthe der 
Variabein x, kleiner als dieser Bruch, das erste Glied der 

Summe aa?"-|-^^'*^^4"^^""*"^"4~---"l"P^"^' grösser ausfällt, 
als alle übrigen Glieder zusammen genommen. -- Ist f{x) 45 
innerhalb der Grenzen x=a und aj=a-[-Ä stetig, /(a)=0 
und wechselt f(x)^ wenn x jenes Intervall durchläuft, nicht 
das Vorzeichen, so ist ^asselb^ mit f(x) der Fall. — 

15* 
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Beweis der Gleichung: /(o-f-Ä— /(a) = A/'(a+^*)i ^^ ^^ 
1>^>0. — 

Taylor's Formel: 



fix+h)-{ 






2 

Maclaurin's Formel 



/(<«)- 



a 



-/»+»(;>a;) 

;;r =/(o)+a;/'(o) 

+ f/"(0) + -+2^/''(0). 49 

^ und f sind positive echte Brüche. Die sog. Restglieder, 
welche diese Brüche enthalten, verschwinden meistens für 
unendlich grosse w; denkt man sich also in diesen Fällen 
n über jede angebbare Grenze wachsend, so wird die Er- 
•mittelung der Zahlwerthe jener Brüche überflüssig. Als- 
dann aber geht die endliche Summe rechter Hand in 
letzten Formeln über in eine unendliche Reihe. 

§. 11. Die Convergenz und Divergent der 50 
unendlichen Reihen. Ist die Summe aller Glieder 
einer unendlichen Reihe eine endliche, bestimmte 
Grösse, so heisst die Reihe convergent, sonst diver- 
gent. Haben alle Glieder der Reihe ao4"^i4"^2"l"^3"4"--- 
dasselbe Vorzeichen, so findet Convergenz statt, wenn 
die Glieder von irgend einer Stelle an abnehmen und 

(_^±L) <^ 1 igt; Divergenz, wenn die Glieder stets 53 

\ On /n=cto 

zunehmen oder abnehmen und gleichzeitig f -^^ j _ < 1 

ist. Hat man dagegen f-^Üj _ = 1, so ist es vorerst 
unentschieden. In diesem Falle muss man seine Zuflucht 
nehmen zu der Grösse wfl ^^) . Je nachden diese 

\ an /n=(Xi 
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^ 1 ausfällt, convergirt oder divergirt die Reihe. — 
Wechseln die Vorzeichen der Glieder aB, so hat man schon 55 
Convergenz, wenn nur die Glieder von irgend einer Stelle 
an abnehmen. 

§. 12. Die Darstellung der Funktionen einer 57 
Variabein durch unendliche Reihen. 

jedoch ist der Werth a;=-f-a nur zulässig, wenn v zwischen 
— 1 und -f-oo liegt, der Werth x=^—a^ wenn v positiv ist. 

Anwendung dieses Satzes auf Berechnung von Wurzel- 62 
werthen und Nachweis der Gleichung: 

wenn m>- 1. 

Z(l+.) = fa.+2(j:^ + 3^^ + ^^^ + ...) . . 64 
-|-oo>ic>0 

«^=1+-+T + Ä • 65 

arctga5 = aj— y + y — y+ 66 

+ I>aj>-1 

sina;=a?-^ + 2Ä:5— + • • • ^^ 

-|-oo >• aj >• — oo. 

cosa^l — Y + 2X4~+ 67 

-|-cx>>a3> — cx>. 

«^«'=^0-tO('-Ä)("-Ä) ■■• ■ ^ 

eo..= (,_?^)(>_S-;)(l-?;S) 68 

_w 2.2.4.4.6.6.8.8... gg 

T "~ 1.3.3.5.5.7.7.9... 

igx = xT^'\'X^T^-\'X^TQ'\-.., : 70 
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T^=2^-(2^--l),^^^ . 77 

ctgx = ^--xCt2—x^ Ct^'-x^ Ct^ 70 

^^^«'^^fek • " 

Becx=Si-\-x^ Ss-^x* S^ +x^ St -\- 71 

« ^ « • 



_2«»+V»+*^) 2n+l 2«"(2^_i) ^ 2n-l 

^+» 2.3...(2»+2) '"«»+1 ^^ 2.3...2n -"«»-i ~2~ 

I 2'"-»(2'»-'-l) n 2«-3 , 
"T" 2.3...(2»-2) -"«»-S-OT f" '* 

coseca; -| (-ajCsj 4"'"'* ^194+^' <>^««+ 7" 

4" « >• « >• — ?»• 

C«*.= 2(2*-^-l)^X^ 78 

Die J5-Zahlen, sog. Bernoulli'sche Zahlen, folgen aus : 

^ |"2«(2^ I2n-1 _2n.2^-l +3««~l] 

Die 12 ersten dieser Zahlen stehen auf Seite 76 

§. 13. Die Methode der unbestimmten 71 
Coefficienten. Diese kann häufig mit Vortheil bei 
Eeihen-Entwickelungen verwendet werden, wenn die 
Möglichkeit einer solchen bereits constatirt 
ist und stützt sich auf den Satz: Eine nach ganzen 
Potenzen von x geordnete unendliche Reihe kann nur für 
unendlich viele as-Werthe verschwinden, wenn jeder 
Coefficient gleich Null ist. — Beispiele. — Potenz^ nüt 73 
imaginairem Exponenten wird definirt durch 
e«= cos sc-}-* sin a? 



12n n^ 32n ^ 52«n--- 2 ^ >'2,3...2» ' 
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12« n^ 22« • 32nT^ I ••• — ^ ^ 2.3...2n 

J ?-4--J u =7r2«r22»-i n ^^**-' 78 

12» 2an-r32n -f • • • = TT ^J ij .___ . . _ ,ö 



§. 14. Die Theorie der Krümmungen, Evo- 79 
luten und Evolventen. Eine Linie heisst krummj 
wenn sie von ihrer Tangente abweicht; das Maags der 
Krümmung ist also das der Abweichung. Eine Linie ist 
überall gleich stark gekrümmt, wenn der Quotient aus 
dem Winkel irgend zweier ihrer Tangenten (sog. Contin- 
genzwinkel) und dem von den Berührungspunkten lie- 
grenzten Curvenstücke eine Constante ist. Folglich ist 
der Kreis eine gleichmässig gekrümmte Linie. Nimmt 
man die Stärke der Krümmung eines Kreises 
vom Halbmesser 1 als Maasseinheit, so ist 
die Stärke der Krümmung eines Kreises vom 

Halbmesser r gleich — . Das Maass der Krümmung 

einer Curve y =f{x) im Punkte a?, y ist: 

folglich ist an dieser Stelle die Curve ebenso stark 
gekrümmt, wie ein mit dem Radius q geschlagener Kreis. 
Deshalb heisst dieses q der Krümmungshalbmesser, 
und der Kreis vom Halbmesser q der Krümmungs^-, 
kreis der Curve y=f(x) im Punkte a?, y. Nimmt man 
als Centrum dieses Kreises den Punkt der Coordinaten: 

i + W i + r^v 

dx^ dx'^ 

SO haben Kreis und Curve im Punkte a;, y eine gemein- 
schaftliche Tangente, von der beide Linien in unmittel- 
barster Nähe des Berührungspunktes gleich stark ab- 
weichen. Man kann deshalb ein vom Punkte a?,^ 
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aus gerechnetes Curvenstück um so mehr als 
Bogen eines Kreises vom Radius q hetrac^jiten, 
je kleiner dieses Stück ist. — Allgemeine Theorie 
der Berührung zweier Curven. Man sagt, zwei Curven 
y=f(x) und y=F(x) berühren sich im Punkte x^ im n^^^ 83 
Grade, wenn sowohl die Funktionen wie ihre n ersten Ab- 
geleiteten für x=x^ je unter einander gleich sind. Je 
nachdem n gerade oder ungerade ist, findet im Berührungs- 
punkte gleichzeitiges Durchschneiden statt oder nicht. 
Es giebt nur einen ganz bestimmten Kreis, 
welcher eine Curve im zweiten Grade berührt; 
dieser sogenannte Oskulationskreis schmiegt 85 
sich in unmittelbarer Nähe des Berührungs- 
punktes der Cu»ve inniger an, als jeder andere 
Kreis; dieser Oskulationskreis i^t gleichzeitig 
obiger Krümmungskreis. — Die Elemente des 87 
Krümmungskreises für Polar - Coordinaten. — Der geo- 88 
metrische Ort des Mittelpunktes des Krümmungskreises 
der Curve heisst ihre Evolute, während nimmehr erste 
Evolvente genannt wird. Bestimmung von Evoluten, 
fligenschaften derselben. Der Krümmungshalb- 89 
messer ist gleichzeitig senkrecht zur Evol- 
vente und tangential zur Evolute. Der End- 90 
punkt eines vollkommen biegsamen, unaus- 
dehnbaren Fadens, der auf die Evolute gewickelt 
ist, beschreibt ihre Evolvente, wenn der Faden, 
stets in gleichem Maasse und in Richtung der 
Tangente angezogen, von der Evolute abge- 
wickelt wird. 90 

Bildung der Evolventen - Gleichung. Kreisevolvei^te. . 91 

§. 15. Maximum und Minimum. Nimmt der 93 
Werth von f{x) , wenn x in stetiger Weise ein Intervall 
durchläuft, bald zu, bald ab, so heisst der Werth der 
Funktion, welcher grösser ist, als die unmittelbar vorher- 
gehenden und folgenden, ein Maximum, welcher kleiner 
ist, ein Minimum. Zur Berechnung der aj-Werthe, 
welche f(x) zu einem Maximum, bez. Minimum 
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§. 16. Die Formen-2-, — , O-oo, 1«, oo^, Oo,oo-cx). 



po 

CX) 

so hat man allemal : 



w (MLM "^« = 






wo: 

Hat die Gleichung F(ic=jO die ungleichen complexen 
Wurzeln: a^+ß^i^ «2i/^2*--M so ist: 

f(x) ^ ÄjX + B^ . Ä^x + B^ . 

Die zur Berechnung der Coefficienten A^^ B^^ A^t B^ 

nöthigen Gleichungen erhält man, nachdem letzte 



Seite 



machen, löse man die Gleichung /'(a?) =0 auf 
und setze die erhaltenen Wurzeln in die 
folgenden Abgeleiteten von/(a?) ein. Ist/'»(a3) die 
erste der Grössen, welche für die Wurzeln 
nicht verschwindet und n eine ungerade Zahl, 
so giebt es weder Maximum noch Minimum, 
während für ein gerades n ein Maximum oder 
Minimum eintritt, je nachdem /"(o?) negativ 
oder positiv ausfällt. Zuweilen kann auch ein 94 
Maximum bez. Minimum für /' (x) = oo bestehen. — 
Aufgaben. 



100 



\F(x)L^a~\F'(x)Jx=a 

In den übrigen Fällen O.c», 1* u. s. w. muss man so 
lange umformen, bis ■— oder '■ — entsteht. Beispiele. 

§.n. Da, Integral J^i^i^ig! ^ .03 

=/«*.(»<^™™ge»U., ™. steU err^cht werden 

kann). Hat die Gleichung F(x)==iO die ungleichen 
reellen Wurzeln «j, «j •••«j^^? so ist; 



104 
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Gleichung mit F(x) multiplicirt ist, durch Gleichsetzung 
der Faktoren derselben Potenzen von x. Hat die 
Gleichung F(x) = die reellen gleichen Wurzeln: 
w-mal «, |?-nial ß u. s. w., so ist : 108 

F{x) (35— a)n "T" (aj— a)«-l "•*"'"« — « 

+ 



Bp , Bp—i I t -^1 



+ : • 

Die Coefficienten bestimmen sich nach der auf Seite 108 

entwickelten Methode. Hat endlich die Gleichung F(x)=0 

gleiche complexe Wurzeln: w-mal a+ßi^ p-mal y + Jt 

u. s. w., so ist: 

/(ag) ÄnX + Bn ' , Än-lX -{- Bn-l i . ÄiX-\'Bi j^q 

F(x) ((SB— «)» + jj«)«"r((x— a)a+/J2)n-i"r • ' * "1" (a.__a)« + |S2 
, CpX-^Dp j^ Cp—ix-^-Dp^i j^ j^ CiX-^-Di 
"T ((a;_y)2^^a)p "r((aj__y)a_J_^2)p-ii""-T" (a.-.y)2 -|- «2 

+ .-. 

Die Coefficienten ^, ^„-i . • • ^n, ^n-i • . • werden be- 
rechnet wie für den Fall ungleicher complexer Wurzeln. 

Das Integral J—^+^rfaj. Beispiele Hl 

§. 18. Das Integral f ^+^+cx«+>»+i>x- ^^^ 
1 . , j" , — -- Der Faktor von i. , ^ .— ^ wird nach 

y a + ßx + yx^ |/a + |3» + y« 

den Regeln des §.17 zerlegt. 

§. 19. Das Integral j a;''*(a4-6a;~)^cfec 117 

§. 20. Die Integrale J sin'^cc.cos^as.da? und 

jsin"*» cos**» sinaa? cosJa? sinca; cosecc.di» . 120 

§. 21. Eigenschaften der bestimmten Inte- 122 

grale. Wird/(a;) in \f{x)dx für x=c(a<c<b) dis- 122 

continuirlich, so versteht man unter 1 f'(x) dx den Grenz- 
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werth, gegen welchen \f(x)dx -}- l/X^)^ ^^^ g^gen Null 
gehendem f convergirt. p und q bedeuten hierbei belie- 
bige, von einander unabhängige, Constante. — \f(x)dx 123 

+ (f(x)dx = (fix)dx. - ff(x)dx = - (h^)dx. ~ 

d /(a?, a)cZ{ic 
DerDifferentialquotient bestimmter Integrale: — ^^-^- 124 

-i^^'*^ As— -m. Ar— '" 

^—f'ia)* — Erwerthung bestimmter Integrale durch 124 

Differentiation. Z. B. J cosr aje dx = ^-^ e ^ . — 

Umformung bestimmter Integrale. Behält f{x) zwischen 

den Grenzen x=a und x=b dasselbe Zeichen, so ist 

rb rb rb 

entweder 1 (p(x)f(x)dx = d^.M, \f(x)dx oder (p{x)f{x)dx VIS 

rh 

= i.N, I f(x) dx, je nachdem f(x) positiv oder negativ 

» 
ist. M und N sind bez. der absolut grosseste und 

absolut kleinste Werth von (p (x) zwischen x = a und 
«=6; ^ und * sind positive echte Brüche. Unter der- 
selben Voraussetzung betreff des Vorzeichens von f(x) ist 

stets: (p(x)f(x)dx = ^(a-f ^(6— a)) \f{x)dx, 0<^<-f 1. 128 

^a Ja 

Anwendung hiervon auf die Construction des Restgliedes 128 
der Taylor'schen Sxmime. 

§. 22. Annäherungsweise Berechnung be- 129 
stimmter Integrale. Diese kann erstens geschehen 
durch Benutzung unendlicher Reihen z. B. Rektification 129 
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der Ellipse, Schwinguugsdauer eines mathematischen 130 
Pendels; zweitens durch Anwendung der Formel: 

J/Xa')rfa'=AJ^^+/'(«4-A)+...+/'(a+(n-l)A)+^} 132 

- -^ {/"(6)-/'(«)) + S^ {/♦(6)-/*(«)l - + ••• 
£j, S3 u. s. w. sind die BernouUi'schen Zahlen; drittens 

durch die Simpson'sche Regel: 1 ydx = Y\yo~{'y2i'i'^(yi 
+y34----+2/2«-i) + 2(yi+y4+...+ t^2^_2)} 133 



II. Theorie der entwickelten Funktionen mehrer Variabein. 

Seite 

§. 23. Die Abgeleiteten und das Differen- 135 
tial. Wenn in u^^fix^^x^^x^ ...ojn) jede der Variabein 
um irgend eine Grösse anwächst: x^ um z/asj, scj ^^^^ ^^i 
u. s. w., so ist der Theil der Aenderung der Funktion, 
welcher nach Jx^^Jx^ ... linear ist, d. i. das sog. totale 

Differential von u\ du = ^dx. -\--r-dx^4-...4'-^ — da?„. 

^dxic wird das partielle Differential von u nach 

Wk genannt und dadurch erhalten, dass man w differentiirt, 
indem alle Variabein, ausser xu^^ als constant gedacht 
werden. Sind die Variabein aj^, ccj •••^« unabhängig von 
einander, so ist die erste Abgeleitete: 

sind. dagegen x^ , aij . . .o?« wieder Funktionen einer Variabehi 
/j indem man etwa hat: x^=q)^{t\ x^=(p2{t) •••? so ist: 



I du "hu dxi ; ^u dx^ i . ."hu dxn 

^~'dr~i^'dr'"^~dr'"*>3xn dt' 

§.24. Die Abgeleiteten und Differelitiale 
höherer Ordnungen. Beweis, dass es gleich ist, in 
welcher Reihejrfpjge eine Fimktion mehrer Variabein 
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differentiirt wird : ^^-^ = -v-A^. Entwickelung der Werthe 

der zweiten, dritten ... 7i*«° Abgeleiteten von u=f{x^y\ 
sowohl für den Fall, in welchem x und y von einander 
unabhängig, wie für den, in welchem^ x und y wieder 142 
Funktionön einer vierten Variabein t sind. 

§. 25. Taylor's und Maclaurin's Satz für 
Funktionen mehrer Variabein. Es ist: 

/(«+»,!/7fi)=/(»,S)^*j^+lj-^ 143 

\ ^ ^x=y=0 ^x=y=0 ^ ^ x=y=Oy 

+ ...+Ä. 

fi.,y) =/.^„ + .(|)^_^ + ^^(g)^_^+...+i?. 144 

§. 26. Maximum und Minimum. Zur Er- 144 
mittelung der Werthe von x und y, welche u=f(x,y) 
zu einem Maximum bez. Minimum machen, löse man die 

Gleichungen ^ = 0, ä^ = auf und setze die erhaltenen 
Wurzeln m ^-5, ^— ^, ^-i ^ii^- Ist alsdann t— ^ ^-5 ' 

zeitig negative Werthe von y-^ und y-^ ein Maximum, für 
gleichzeitig positive Werthe ein Minimum. Ist ^ y-j 
<; (5--^)? so giebt es weder Maximum noch Minimum. 
Ist ^ ^ = fs—^) 1 so kann ein Maximum bez. Minimum 

cx^ oy^ ^ox öy/ ' 

stattfinden. Ob ein solches eintritt und was von beiden, 
entscheidet man am besten durch eine Probe. 
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Ist : v^ = 0, ^ = 0, ;r— ^ = 0, 80 kann nur dann 
ein Maximum bez. Minimum eintreten, wenn auch ^ ;= 0, 
-r^ = 0, -XtT = 0, ^ = 0. Auch in diesem Falle ent- 

cx^cy ' oxcy^ ' oy^ 

scheidet das Weitere am besten ein Versuch. — Beispiele. 148 

§.27. Die Formen^-, ^, 0.cx)etc. Verschwinden 149 
/(a?, y) wie F{x^ y) für x=^a^ y=ij »o ist: 



/ /(a^> y) \ ^, 



r Ax, y) ^ 

* "bx "^ 3y 'x = a, y = h 

WO gr jede beliebige Grösse sein kann. 



^ Ix ^ by \ 



§. 28. Das Integral /(Pdaj + Qdy) , wo P und 150 
Q im Allgemeinen Funktionen von x und y sind. 
Pda;-f-Qdy ist nur dann ein totales Differential d«, also 

integrabel, wenn -^ = -^, Wird diese Bedingung erfüllt, 

so ist die gesuchte Funktion ; j Pdx + 1 ( Q "3 — ) ^y 

oder JQdy + j(p-^J^)dx. 

§.29. Das Doppel-Integral: \ dx\ f(x,y)dy. 152 

Ja Jb 

Dieses stellt den Inhalt des Körpers dar, der begrenzt ist 
von den Ebenen x=±a, x^=A, y==b, y=S^ dem zwischen 
diesen Ebenen liegenden Theile der Fläche z=f(x^y) und 
und dessen Projektion auf ajy- Ebene. Beispiel. Der In- 



■■j^fv^+<B'+i%U«- 



halt der Fläche selbst ist: \dx I y l + (^«^j -f (|^) dy. 157 

§. 30. Transformation der Doppel-Inte- 157 
grale durch Einführung neuer Variabein. Ist 

cc = ^(m,v), y = \ij(u^v)^ so hat man: j J/(a?,y)di»dy 
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= f((p(UjV)^ xpiu^v)) und beide Doppel - Integrale zwischen 
den entsprechenden, jedesmal besonders zu bestimmenden 
Grenzen genommen werden. — Beispiel 159 



III. Theorie der unentwickelten Funktionen. 

Seite 

§. 31. Differentiale und Abgeleitete un- 164 
entwickelter Funktionen. Besteht zwischen einer 
Funktion y und ihrer unabhängigen Variabein x die nicht 

V 

"¥' 

Ist zwischen den drei Variabein a?, y, 2, von denen x und y 
die unabhängigen sein mögen, die nicht nach z aufgelöste 

Gleichung /(a?, y^z) = k gegeben , so ist : 2^ = ^ ^ . ^ . 

■§7 
Die zweiten Abgeleiteten g bez. ^n =g_|.2^ + g| 

erhält man durch weitere Differentiation von ~ bez. :^ 

dx öx 

und 5^ u. s. w. 



nach y aufgelöste Gleichung /(a?,y) = A, so ist:^: 



§. 32. Die Vertauschung der unabhängigen 168 
Variabein. Es erscheint häufig zweckmässig, Ausdrücke 
durch Einfühi'ung neuer Variabein z. B. durch Uebergang 
I von rechtwinkligen Coordinaten zu polaren und umgekehrt 
zu transformiren. Die hierzu nöthigen, meistens etwas 
comphcirten Formeln, sehe man im § selbst nach. 

I §. 33. Maclaurin's Satz. Wegen 171 

/=»...+Ki),=.+T(S).-.+--+'' 

lässt sich die mit ihrer unabhängigen Variabein x zu der 
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Gleichung /(a?,y) = A: verbundene implidte Funktion y nach 
Potenzen von x entwickeln, wenn man eine Wurzel der 
Gleichung /(a?,y)x=o=A: finden kann. Das ist stets der 
Fall, wenn die zwischen x und y gegebene Gleichung von 
der Form y = a'\'xf{y) ist und/(y) für y = a nicht ver- 
schwitidet. Alsdann gehört zu y^=a: x=0 und es ist 
nach Lagrange: 

Mit Hülfe dieser Formel lässt sich die Wurzel der 
Gleichung y = a'\-kf(y) bestimmen, falls /(y) für y=a 
verschieden von Null ist, z. B. y = k cos y. Wird diese 
Bedingung aber nicht erfüllt, so kann iHap wie folgt 
rechnen. Hat F(x) = zwischen a und b {a<ih) nur eine 174 
Wurzel und wechselt weder F'{x) noch F'(x) zwischen 
a?=a und «=6 das Vorzeichen, so liegt jene Wurzel 

zwischen a ^^^ und h — r^-r oder zwischen a ^J^ 

t \a) Je \a) jc \ö) 

und *— ^p^Tft)' J® nachdem F{a) und F"ia) gleiche oder 
verschiedene Vorzeichen haben. 

§. 34. Maximum und Minimum. Dieses folgt 175 
aus /(sc, y)=^k und ^ = 0. Verschwindet für die Auf- 
lösungen dieser Gleichungen auch ^, so ist der Punkt 176 

dieser Coordination ein sogenannter vielfacher oder 
i^olirter. 

§. 35. Maximum und Minimum mit Neben- 180 
bedingungen. Werden diejenigen Werthe der w Variabein 
a?i, a?2***^n gesucht, welche z=f(x^^X2 -"Xn) zu einem 
Max. Min. machen und gleichzeitig • den p(p<<w) zwischen 
allen Variabein oder einem Theil derselben gegebenen 

Gleichungen: ^j(a?i,a?2 •••^w) = 0, g?2(^iJ^2-"^«) = ^ ••• 
9)p(ajj,aj2 ,..Xn) = genügen, so nehme man von: 

/-f-Äi.g?! 4-^^2.92+ "*-\-kp.fpp 

worin fci,/k2 ... Ap Constante bedeuten, die partiellen ersten 
Abgeleiteten nach je(Jer der von einander unabhängig 
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gedachten n Variabein aji, «2 . . . «„. Diese Differential- 
quotienten je gleich Null gesetzt, bestimmen in Verbindung 
mit den p Bedingungsgleichungen die p Constantjn ki,,,kp 
und die gesuchten Werthe der Variabein xi..,Xn. 

§. 36. Die Curven im Raum. Die Gleichungen 185 
ihrer Tangente im Punkte «1, yi, zi sind: 



die Länge ist: 



dz, . V 



•=ji''+©'+(l)''fei 



der Halbmesser der ersten Krümmung 

1 
9 



189 



191 



194 



und der der zweiten Krümmung: 

^ (dyd'tz'-dzd^yy + idzdtX'-^d^z)^ + (daDd^y — dyd'^x)^ ,qq 

dx{d^yd^z-dHd^y)+dy{d^zd^x-^d^xd^z)+dz{d^xd^y^d^yd^zy 

Die Curve im Raum ist eben unter der Bedingung -^ = 0. 

IV. Vermischte Aufgaben. . , 200 



Grell et Elemente der Theorie etc.- \ß 

Digitized by LjOOQIC 



Digiti 



zedby Google 



VI. Anhang. 



Die Auflösung der algebraischen 
Zahlen -Gleichungen. 



Unter einer algebraischen Gleichung n*®^ Grades versteht 
man den Ausdruck: 
1) f{x) = Anoii^^ An-iX^-^'\-An-2X^-^ -{-,.. -{-A^x^^A^x^ 

'\-AxX'\'Aq = 0, 
^0 ^„, -4„_i, An-2'i ..--^s, JI2, Ai und ilo Constante bedeuten, 
die in dem Folgendem als numerisch bestimmt vorausgesetzt 
werden. Die linke Seite in 1 heisst das Polynom der Gleichung, 
welches gut geordnet genannt wird, wenn An=\ ist. Es 
soll zunächst gezeigt werden, wie sich der Werth von/(cc) für ein 
bestimmtes a?, etwa für x=k^ am Einfachsten berechnen lässt. 

Setzt man in: 

= k-\Ank-^An-i)-\'An^2k-'+. . . 

J^A^k^-^Aik^+Aik-^AQ 

kAn-\-An^l = Bn-i 

so wird : 

m = B^ik—'^A^2k-^-^...+Ask^-{-A2k^-^A,k+Ao 
= k^-^ (Bn-i k 4- ^„_2)+ . . . ^A,k^^A2k^+Aik-^Ao, 
^nd wenn : kBn-i + ^n~2 = ^«-2 

gesetzt wird: 

16* 
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oder für: 

f{k) = Bn-,k--^+An^,k--^+ . . . +Ask^ + A,k^ + A,k+Ao. 
So fortfahrend, erhält man schliesslich: 
f(k) = B2k^+A,h^Ao 
= k{B2k+Ai)-^A,, 
oder für: 

B2k-\'Ai = J3i 
fik) = B^k+Ao = J3o. 
Die mit B bezeichneten Grössen, deren letzte Bq =f(k) ist, 
folgen aus den Gleichungen: 

kAn + An-l = Bnl-i 
kBn-1 -f- An^2 = -Bn-2 
A 5„_2 + -4n-3 = J3n_8 



2) 



= /(*)• 



kBa -\- Aa =Bi 
kBi -f- Ai =Bi 
kBi -\- Ao =Bo 
So erhält man z. B. für : 

f(x) = 3£c* — 7a;* + 9ir8 + 2a^ — 31a;— 11 
A5 A4, As Ag Ai Ao 
aus: 3—7 4-9 +2 —31—11 

k = 2 6 —2 4-1^ +32 +2 



4_16 -f-l —9 

B2 Bi ' Bq 



-1 +7 
B^ Bq 
dass /(2) = — 9 ist. 

Die durch die Gleichungen 2 definirten Grössen haben 
noch eine andere Bedeutung. Dividirt man nämlich f(x) durch 
X — k nach den gewöhnlichen Regeln, so entsteht ein Quotient 
(n — iy®° Grades, dessen Coefficienten bez. -4^, Bn^u Bn-i-, Bi 



B, 



man erhält nämlich: 



sind und ein Rest gleich _ , 
So ist für obiges Beispiel: 



2 



' 3aj4_ sc3^. 7aj2^^ ißa^ _[- 1 — -^. 
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Bo, der Rest, ist gleichzeitig /(&); ist demnach /(ä) = 0, also 
k eine Wurzel der Gleichung f{x) = 0, dann muss f{x) duvcli 
x—k theilbar sein. Hieraus ist nun leicht weiter zu schliesstüi, 
dass jede Gleichung n*®'* Grades n Wurzeln hat und dass, wind 
die n Wurzeln der Gleichung 1 : fti, ^2, ks, .-»kn^ 
^) /(^) = An(x — ki) (a? — Ag) (x — ki) ... (x — kn) 
sein muss. 

Unifonnung der Gleichnngen. 
Ist wie vorhin: 

fnix) = AnX'^-\-An-lX''~^'^An-2X'^-^'{-...-{'A2X^-^A^X'\-AQ^ 

dann muss: 

-^Bs^^B,x + B^+^^ 

oder wenn der Quotient, eine Funktion vom (71 — 1)*«*^ Grade, 
^^ fn~-i{x) bezeichnet wird: 

i^=/«-a(*) + 5^ d.i. i)Mx)^(x-h)U4x)-\-B, 
sein. Diesem analog ist ferner: 

•J^ig = ^a^-* + C„-rX-o + C„-2X-^ + . . . 

WO die Coefficienten C»-_i, C„_2, Cii-s ••• Cii Qj C21 Ci aus Ic^ 
und ud„, -Bw-i, ßn-2, J5n~3 • • • ^3, B^^ J5i, J5o ebenso zu be- 
rechnen sind, wie Bn-u J5»»~29 -Bn-3 ... 5?, ^2, Bu So aus A^i 
und An^ An-u An-2"' -^2» -^i, Aq] uud wenn der Quotient vom 
(n--2)*en Grade mit/„_2(a?) bezeichnet wird; 

y^ = fi,_,(x)-\.^^ d.i. 5)/„.i(cc)=/„_^a,)(a.-Ä04-C.. 

So fortfahrend erhält man der Reihe nach: 

/»-2 (X) = (X— h) fn-Z {x) + D2 
/,_3(X) == [x-k^)fn-^{x)JrEz 
fn-4. (^) = (a? — h) /„_5 (aj) + ^4 



\ 



6)1 



/s («) = (« — ^2) fi {x) 4- 0„_3 
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wo fo(x), vom nullten Grade, darum gleich A" ist. Die 
Gleichungen 4, 5 und 6 geben, wenn succe88ive/„_i(a;), /,_2(j;). 
fn-s(x)...Mx),fi(x) eliminirt wird: 

/»(x) = {x—kx) (x—ki) . . . (x—k„)An-{- (x—kt) (x—h) ■ ■ ■ 
(x—k^-i) Q„_i + (x—ki) (x—ki) . . . (x—kn-i) P^i 
-f- (x—ki) (x—ka) . . . (aj— *„_8) 0„_s + . . . 
-|- {x—ki) (x—ki) {x — ki) (as — A4) jP^-j- {x—ki) (x — ka) {x—lci)E; 

4- (x—h) (x—ki) I>8+ (x-ki) Ci-f -So, 
oder für ki = k2=ks = ... =k„^2=kn-i = kn==/>: 
fn(x) = (x— /c)»^ + (a^-A)»-lQ„_l4-(a^-Ä;)»-«P,^i,+ ... 
+ (x—k)» Ea + (x-ky Di + (x—k) Ci-{-B^. 

Hieraus geht offenbar hervor, dass 
7) J„2/»+Q„-, y»-i+P„_«/-«+...+£32/»+ Ay«+Cxy4-ßo=0 
eine Gleichung ist, deren Wurzeln um x Einheiten kleiner sind 
als die der Gleichung 1. 



Z.B.: 

A. 



8 



k = 2 



■ 3iB*-f-l 

A^, Aß 

2 4 



= 



8 



A, 

— 3 

16 



A, 



26 



Ai 



52 



Ai Ao 

1 

104 208 ■ 



2 
2 



4 
8 



8 
24 



4 
2 



12 
12 



32 
48 



13 
64 

77 
160 



26 
154 



52 
360 



209 = 5o 



180 412 
474 1308 



104 
824 
928 = Ci 



6 24 80 237 654 1720 = A 

2 16 80 32^1 1 14 

8 40 160 557 1768 = E3 

2 20 120 560 



10 
2 



12 
2 



60 
24 
84^ 
28 



280 
168 
448 



1117 



14 112 = i?6 

_2 
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Hiemach sind die Wurzeln der Gleichung: 
x-s + I6x^ -f lUx^ -f- USx^ -f lllla^ 4- 1768^ + 1720a;2 
-f928ic-f 209 = 
und 2 kleiner als die Wurzeln der gegebenen Gleichung: 
• jc8 — 3a;* 4- 1 = 0. 
Um eine Gleichung zu erhalten, deren Wurzeln um k Ein- 
heiten grösser sind als die einer gegebenen Gleichung, hat man 
offenbar nur ebenso mit — k zu operiren, wie in dem vorigen 
Falle mit -f- ^• 

Setzt man in 1: a? = — , so entsteht: 
y 

d. i. eine Gleichung, deren Wurzeln den reciproken 
Werth der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
haben ; vertauscht man dagegen in 1 -^x mit — a;, so ergiebt sich : 

-^A2i€^ — AiX-\-Ao = 0, 
d. i. eine Gleichimg, deren Wurzeln das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen der'Wurzeln der gegebenen 
Gleichung zukommt: 

Sind z. B. «, ß^ y, c), t die fünf Wurzeln der Gleichung: 
aj5 — 7aj4 4. 3aj3 — 9a;2 _ iiaj^4 =^ 0, 

dann sind: — , -5-, — , -^, — die der Gleichung: 

cc ^ ß ^ y ^ ^ e ^ 

4£cS -r- llaj* - ^a^-^- 3x^ — 1x^1 = 0\ 
und sind — «, — /!?, — j/, — J, — e die der Gleichung: 
— 6af> — 7aj*— 3a?3 _ 9x^ + lla? + 4 = 0. 

Grenzen der Wurzeln. 

Wenn das Polynom f(x) der Gleichung 1 für ein bestimmtes 
x^ etwa für x==k^ und für jedes x'^k^ entweder nur positiv 
oder nur negativ ausfällt, dann ist offenbar sowohl k wie jede 
Zahl > k grösser als die grosseste der positiven Wurzeln der 
Gleichung 1, also eine obere Grenze der positiven Lösungen. 
Solcher oberen Grenzen giebt es demnach unendlich viele; eine 
der kleinsten derselben lässt sich folgendermaassen bestimmen. 

f(x) wird mit x unendlich gross und zwar +cx), je nachdem 



Digiti 



zedby Google 



248 

An positiv oder negativ ist. Denn setzt man in/(a;): a? = — , 

so entsteht: 

folglich für aj = -|-oo, d. i. a = 0: 

/(4-oo) = 4-00. >!„; 
das Vorzeichen von f(od) ist also mit dem von An überein- 
stimmend, wie behauptet wurde. Ist demnach 1 gut geordnet, 
d, li. An '= -|- 1 , dann muss f(x) für jedes a?, welches grösser 
als die höchste positive Wurzel ist, nothwendig positiv sein; die 
BeBtiniraung einer oberen Grenze der positiven Wurzeln besteht 
folglich in der Ermittelung einer Zahl A, der Eigenschaft, dass 
/(x) sowohl für x = k wie für jedes x'^k positiv ausfällt 
Aügeiiommen nun, die r ersten Coefficienten in f{x) seien positiv, 
f(x) also von der Form: 

af' -}- ^-iaj~-/ 4- A^-2X^-^ + . . . 

4" -4„_(r-i)af*-('^i) An-rX''-'' uuu... 

wo die auf das (r-|-l)^ Glied «folgenden u völlige Unbestinmit- 
h<dt über die Vorzeichen bedeuten sollen ; angenommen ferner, 
dasfi der grosseste negative Coefficient den absoluten Werth 
V habe, so ist leicht zu erkennen, dass, nachdem f{x) durch 
Ilinzufiigung der Grösse: 

welche identisch gleich Null ist, auf die Form gebracht worden: 

+ (G-J„_,)a^-' 4- (C± A^^r+i))af^-'- 4- . • 
f(x) für jedes x positiv ausfallen muss, für welches : 

stattfindet. Unter augenblicklichen Umständen kann man x 
allömal > 1 voraussetzen; folglich ist um so mehr das x eine 
obere Grenze der positiven Wurzeln, für welches man: 

ixf'^C^^^ d. i. x^^(x—l) > C 
hai Es ist aber weiter: a? > a? — 1, x^~^ > (« — 1)*^^ 
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also auch: 

aj»-i(a;— l)>(ic— !)'•; 
folglich ist erst recht f{x) für alle x positiv, die der Bedingung: 

(x—\y>C 
d. i: 

11) aj^l + l/C 

genügen. * 

In dem Vorhergehenden ist vorausgesetzt, dass sich unter 
den Coefficienten des Polynoms f{x) mindestens ein negativer 
befinde. Ist das nicht der Fall, sind also alle Glieder positiv, 
dann kann, wie leicht einzusehen ist, f{x) = überall keine 
positive Wurzeln haben; die obere Grenze derselben, so kann 
man sich ausdrücken, ist alsdann Null. So ist für : 
aj5^8aj*— 3aj8 — 9aj2-}-7a; — 6 = 

die obere Grenze der positiven Wurzeln = 1 -f- 1/9 = 4 ; 
für: 

sc3_2fic2-[-5aj4-31 =0. 

1 -f. 1^2 = 3. 

Um eine untere Grenze der positiven Wurzeln zu erhalten, 

bilde man zunächst nach 9 eine Gleichimg, deren Wurzeln den 

reciproken Werth der Wurzeln der gegebenen Gleichung haben, 

so dass, wird die Unbekannte der u!rsprünglichen Gleichung 

mit a;, die der neuen mit y bezeichnet, y = — sein muss. Ist 

nun die obere Grenze der positiven Wurzeln der reciproken 

Gleichung: cu, also y<Cco, dann ist: — > — d. i. «>— . 

Die Grenzen der aiegativen Wurzeln findet man, indem man 
nach 10 zuerst eine Gleichung bildet, deren Wurzeln das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
haben. Sind dann a und ß die Grenzen der positiven Wurzeln 
der neuen Gleichung,^ dann müssen offenbar — a imd — ß die 
der negativen der ursprünglichen Gleichung sein. So ist 
z. B. für: 

jc5_|-.3aj4_5aj»— 16a?2 4-3aj — 1 = 0, 
die obere Grenze der positiven Wurzeln: l-j-|/l6 = 5, die 
untere Grenze — . 

4 
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Die negativen Wurzeln liegen zwischen : — — und — 6, 

also sämmtliche reellen Wurzeln z^viscllen : -j- 5 und — 6. In 
vielen Fällen lässt sich die obere Grenze der positiven Wurzeln 
noch schärfer bestimmen als durch das eben mitgetheilte 

Zerlegt man nämlich f(x) in Gruppen positiver und nega- 
tiver Glieder der Art, dass in jeder Guppe der lk)chste Grad, 
in dtrni die negativen Glieder vorkommen, kleiner ist, als der 
oitfclrigste Grad der positiven Glieder, dann erscheint f(x) als 
Summe mehrer Grössen von der Form: 

<jp(a?) — yj(x) 
Tvo die niedrigste Potenz von x mit q)(x) — etwa die p^^ — 
noch grötjseren Exponenten hat als die höchste Potenz von x in 
%p{x}. Es wird demnach 

mit -t' wachsen, so dass, wenn g)(x) — rp(x) für x = k positiv 
ausfällt, dieser auch für jedes « > & der Fall sein muss. Der 
as-Werth demnach, welcher alle jene Gruppen positiv macht, 
ist eine obere Grenze der positiven Wurzeln der Gleichung 

fix) ^ 0, 

Zerlegt man z. B. die linke Seite der Gleichung 
ajo_j_8aj4-.3a?3_9a;2_|-7a;~6 = 
in diti Theile: 

cc2 (x^ -[- Sx^ — 3a? — 9) + (7aj— 6), 
so erkennt man sofort als obere Grenze der positiven 
Wui'zehi: 2. 



Die fiestimmnng und Ausscheidung gleicher Wurzeln. 

Ijjit die Gleichung f(x) = die Wurzeln: «j, «2^ «3 -^ o^p 
je einmal, die Wurzeln: ß^^ ß^-» ßs"'ß^ J® zweimal, die Wurzeln: 
Yv y2't y^-'-yri^ dreimal, die Wurzeln: Jj, ^2^ ^^^-^sj^ vier- 
mal^ die Wurzeln: 6^, {2^ *3 •••^•< J^ fünfmal u. s. w. und setzt 
man der Kürze halber: 
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(x — ttj) (x — «2) (x — «3)...(a? — ttp) = X^ 

(x—ß,) (x-ß,) ix^ß,)..^(x^ß,) = ^2 

(x—y^) (a>— ^2) (a^— 73) •••(«— yr) = ^3 

(«—^1) (a^— ^2) (^'—^3) • • • (^—^s) = X^ 

(X — f J («—62) (it- f4)... (J2 6«) = X^ U. S. W. 

dann ist nach 3 : 

12) . f(x)==X,.X,^.X,^.X*.X,^... 
Hieraus folgt durch Differentiation nach x: 

f{x)=^X^^ Xi Z,4...^ + Z, Xi X,* Z/...2Z, ^ 

so dass also das grosseste gemeinschaftliche Maass von f(x) 
und f^(x): 

13) Z2Z32 Z,3 X,4...=9)(a;) 

sein muss. Ebenso erhält man weiter, dass das grosseste 
gemeinschaftliche Maass von q{x) und (p^ (x) : 

14) x,x,^x,K..=^,(xy, 

das von (pi(x) und (p\(x): 

15) z, z,2... = <^2(^); 

das von (p^ix) und 9^2(^)' 
16) Zg ... == ^3(0?) u. s. w. 

ist. Setzt man also : 
fix) ^ 

<pix) 
9i («) 

92 (^) __ 

9>3 (^) 
dann ist : 

IM. — Y 

womit die Produckte der ein, zwei, drei... fachen Wurzelfaktoren 
bestimmt sind. 

Die Wurzeln der Gleichungen Zj = 0, Z2 = 0, Z3 = . . . 
sind dann die bez. je ein, zwei, drei . . . Mal vorkommenden 
Wurzeln der gegebenen Gleichung /(a?) = 0, 



1 ^2 


^3 


^4 


X,... 


= J'\x) 




^2 


X, 


X, 


X,... 


= F,(x) 






^3 


X, 


X,... 


= t\(P=) 








X, 


X,... 


= F,ix).vi. 


s. w 


F^{x) 
Fj(x) 


= 


X2 ) 


FAX) 


= Z3... 
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Beispiel. Für 

f{x) = x^ — 18aj« -{- 138i»5 — 584k4 -f. 1473a;3 — 2214a?2 

+ 1836aj -< 648 = 
ist: 

/i(a?) = 7a?6- 108a?5+69Ö«4-.2336x'3-f-4419aj2_4428«+1836 

und das grosseste gemeinschaftliche Maass von /(aj) und /^(a?) : *) 

q{x) = a;5 — \%x^ -f 67»» — 171a;2 ^ 216ic— 108. 

Ferner ist das grosseste Maass von q{x) und 

^\x) = 5a;4 — 52aj3_|-201a?2— 342a? + 216: 

^j(aj) = a;3 — 8aj2-f 21aj — 18; 
das von ^>^(x) und ^^(a?) == 3a;2 _ I6aj-|-21 : 

^2(^) = ^ — 3; 
das von q^^ix) und ^^2(^) = 1 • 

qP3(aj)=l; 
das von ^3(02) und ^^3(0?) = 0: 

^>M = 1- 
Ferner ist: 

^^ = x2^6x+ß = F,(x) 
^^ = x^-6x+6 = F,(x) 
3^ = a?-3 ^F,(x) 

?3^ = 1 === F,(x) 

94 (x) 4V / 

folglich muss : 

sein; also hat die gegebene Gleichung weder einfache, noch 
doppelte Wurzeln, sondern nur dreimal die Wurzel 2 und vier- 
mal die Wurzel 3, es ist demnach: 



*) Da es sich in diesen Fällen nur um die Bestimmung der grossesten 
Funktion von a;, mit der gleichzeitig in f(x) und fi{x) getheüt werden 
kann, handelt, so empüehlt es sich, vor der Division^ die das grosseste 
Maass erkennen lässt, allemal den Dividend mit einer solchen Zahl (z. B. 
oben mit 7) zu multipliciren, dass im Quotienten gebrochene Coefficiehten 
vermieden werden. 
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x'^ — ISajß + 138a;5 — 584aj4 -|-1473aj8 — 2214cc2 -j- 1836.^—648 
= (ctj — 2)3 (a?— 3)4. 
Femer hat die Gleichung x'^ — 8aj* + 25aj3 _ 38aj2 _|^ 28aj 
— 8 = zweimal die Wurzel 1, dreimal die Wurzel 2. 

Die Trennung der einzelnen Wurzeln. 
Die in dem Folgenden entwickelte Methode der Berech- 
nung der Wurzeln setzt voraus, dass die Wurzeln getrennt, 
d. h. dass für jede derselben zwei bestimmte Zahlen festgestellt 
sind, zwischen denen nur diese Wurzel allein liegen kann. 
Zuweilen lässt sich diese Trennung in Rücksicht darauf, dass, 
wenn das Polynom der Gleichung für zwei bestimmte Werthe 
der Unbekannten entgegengesetzte Vorzeichen hat, zwischen 
diesen Werthen nothwendigerweise eine Wurzel liegen muss, 
bewerkstelligen. Allein , ist f{x) == die in Frage kommende 
Gleichung, so überzeugt man sich leicht durch Betrachtung 
der Curve y =f{x)^ dass, haben f{a) und f(h) entgegengesetzte 
Vorzeichen, allerdings zwischen a und h eine Wurzel liegen 
muss, aber auch jede andere ungerade Anzalil von Wurzeln 
liegen kann; dass ferner, haben /(a) und /(6) gleiche Vor- 
zeichen, zwischen a und h keine, zwei, vier ... überhaupt keine 
oder jede gerade Anzahl von Wurzeln liegen kann. Aus den 
Vorzeichen der Substitutionsresultate f{a) und f(b) lässt sich 
darum auf das Vorhandensein von Wurzeln zwischen a und h 
im Allgemeinen nur ein höchst unsicherer Schluss ziehen, 
weshalb man zu andern Bestimmungsmethoden seine Zuflucht 
nehmen muss. Das nach Potenzen von x geordnete Polynom . 
fix) ist stets von der Form: 

fix) = (P,a;'»o + ...)_(P,a,'»i + ...) + (P2«™» + . ..)-+•.. 

WO die Glieder innerhalb jeder Klammer positiv sind. Nennt 
man zwei aufeinander folgende Zeichen eine Zeichenstellung, 
unterscheidet diese Stellungen in Zeichenwechsel (iip) 
und Zeichenfolgen (++), so hat f{x) in obiger Form r 
Zeichenwechsel, und hat, das soll zunächst bewiesen werden, 
{x ~ o)/(a) mindestens einen Zeichen Wechsel mehr als f{x). 
Fügt man nämlich zu 
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+ (~l)'-(P,aj^+l + ...) 
— (i,f(y:) hinzu, so erleiden die Vorzeichen der Glieder vom 
Gradü mf^-^l, rwi-j-l, Wj-j-^ .,.mr-\-l keine Aenderung; und 
da ferner das letzte Glied in — o,,f{x) ein Zeichen hat, 
entgegengesetzt dem des letzten Gliedes in x,f(x)^ so ist 
{x^a).f{x) von der Form: 

^-(_l)r(^.^^...)_|.(_l)r+l^ 

WO flie n Unl)estimmtheit über die betrefifenden Vorzeichen 
bedeuten und M der absolute Werth des Produktes von a, in 
das letzte Glied von f(x) ist. Die Vergleichung der Grössen 
f(x) lind (x — o)f(ijo) zeigt sofort die Richtigkeit obiger Be- 
hauptung. 

Ali genommen nun, /(a?) = habe die positiven Wurzeln 
ai, £i^...t?^; angenonunen ferner, dass das Produkt der den 
etwa vorhandenen negativen und imaginairen Wurzeln ent- 
sprechenden Wurzelfaktoren F(x) sei, so ist: 

f(x) = F(x){x—a^)x — a2)'*'{x—ar). 

Da nun nach dem Bewiesenen f(x) mindestens /• Zeichen- 
weebbiel mehr als F(x) haben muss, /(a:) = aber genau r 
positive Wurzeln mehr hat als F(x) = 0, so gelangt man zu 
diesem Satz des Descartes: 

Eine Gleichung hat nicht mehr positive Wurzeln, als ihr 
Polynom Zeichenwechsel. 

Hätte /(a?) = nur reelle Wurzeln, so würde die Anzahl 
ilirer positiven Wurzeln, das lässt sich weiter zeigen, genau 
mit der Anzahl der Zeichenwechsel in f(x) zusammenfällen, 
und man würde durch die im Eingange dieses Abschnittes 
erwähnte Methode die positiven Wurzeln trennen können, ebenso 
aucli dann , wenn die Reihe der Vorzeichen der Grössen /(a), 
ßa—l), /(a~2) .../(2), /(l) und /(O) ebenso viele Zeichen- 
wecliscl hätte wie f(x). Da man aber im Allgemeinen erstes 
einer Cileichung nicht ansehen kann, letztes nicht stets der 
Fall ist, so lässt auch die Regel des Descartes häufig noch 
t]nl>estjmmtheiten, die nur gehoben werden können durch An- 
wendung des folgenden Sturm' sehen Lehrsatzes. 
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Enthält die gegebene Gleichung w*®" Grades: 

+ ^2aJ^+^ii« + -4o = 
keine gleiche Wurzeln, dann haben f{x) und f\x) keinen 
gemeinschaftlichen Faktor; folgUch können f{x) und f\x) 
nicht für dasselbe x verschwinden. Dividirt man jetzt f{x) 
durch /^(a?), nennt den Quotienten Qi, den negativ genommenen 
Rest, der vom {n — 2)*®" Grade sein muss, Ri\ dividirt darauf 
f\x) durch /ti, nennt den Quotienten Qg, den negativ ge- 
nommenen Rest {n — 3)'®° Grades ü?2; dividirt Rx durch i?2, 
nennt den Quotienten Q3, den negativ genommenen Rest 
R^ u. s. w., so erhält man zunächst folgendes System von 
Gleichungen : 

' f{x) = QJ\x)-R, 
f\x)=Q, R, -Ä2 




oder: 18) 



Ä*-: 



Rh 



i = Q; 



'Ä-f-1 ■ 






Rn 



= Qn-l 



Bn-X 



/?2 = Qi A3 






Rk- 1 = Qä+i ük — Rhj-i 



Hell 






Rn-2 — '""-^ ' i2n-2 l ^»-S ~ Qn-lRn-2- Rn^l 

^0 /(^), /H«). ^n ^2^ ^3^--- ^Ä-1» ^ä; i?Ä+l • • . Än_3, i?„_2, 

i?n-i die Sturm'schen Funktionen genannt werden, deren letzte 
Rn—i vom nullten Grade, also eine Constante, sein muss. 

Zunächst lässt sich nun zeigen, dass keine zwei aufein- 
anderfolgende Sturm' sehe Fimktionen für dasselbe x ver- 
schwinden können. Dann sind z. B. Rk und Rk+i für x = c 
gleichzeitig Null, dann müssen Rk und Rk^i gleichzeitig durch 
X — c theilbar sein, also, wegen der Gleichung : 

Rk-l == Qk-\-l Rh — Äft-l-l 

auch Rk^X' Letzter geht aber vorher: 

Rk—2 = Qk Rk—i — Rk 

Rk^S = Qk-l Rh-2 Rk-l 

— — .!_ — — etc. 
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woraus folgt, dass, sind /?* und Rk^u ^ind demnach auch JBjk^i, 
gleichzeitig durch a? — c theilbar, dasselbe mit Rk~2i Rk-s^ 
/üjfc-4... 722» ^tt f^i^) nnd/(a?) der Fall sein muss. Letztes, 
dass f^(x) und f(x) den nämlichen Faktor x — c haben, also 
für a3=c gleichzeitig verschwinden, ist aber unter der ge- 
machten Voraussetzung: f(x) = habe nur ungleiche Wurzeln, 
unmöglich; folglich können zwei auf einanderf olgende Sturm'sche 
Funktionen nie für das nämliche x gleichzeitig gleich Null sein. 

Ferner folgt aus: 

Rk—i == Qfc-hi Rk — - Rk-{-i 
wenn man annimmt, dass Rk für aj = c Null ist, also voraus- 
gesetzt, dass c eine Wurzel der Gleichung Ä;^ = sei: 

(ük-iX^, = (— Rk^iX^, 
d. h. wenn eine Sturm'sche Funktion, ausgenommen die erste, 
für ein bestimmtes x verschwindet, so haben die unmittelbar 
vorhergehende und folgende Funktion für dasselbe x entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. 

Denkt man sich demnach d so klein gewählt, dass Rk-i 
und Rk^i für keinen Werth von x zwischen den Grenzen c— (T 
und c-^d' (die Grenzen mit eingeschlossen) zu Null werden, 
dann hat man, durchlä|^ft x das Intervall von c— - J bis c-\-ä^ 
vor und nach dem Durchgang durch Null folgende Zeichen: 

Rk—l Rk Rkj-l Rkr-X Rk Rk-i-l 

— oder: — 

Rk^l ^ Rk—l 

— oder: — 

Vor dem Durchgang durch Null hat man in allen mög- 
lichen Zeichenstellungen eine Zeichenfolge (++, ) und 

einen Zeichenwechsel (-| , }-) und ebenso nach dem 

Durchgang. Dadurch also, dass x ein Intervall durchläuft, 
welches einen Werth enthält, der irgend eine Sturm'sche Funktion 
Rk zu Null macht, wird in Bezug o-uf die Vorzeichen der Grössen 
Rk-i, Rk und Rk^i wohl die Lage, nicht aber die Anzahl der 



x=c — i 


4- 


4- 


x = c 


+ 





x=c-\-ä 


+ 


— 




Ru-i 


Rk 




+ 


— 


oder: 


4- 







+ 


4- 



4-* 


4- 





4- 


— 


4- 


Rk 


Rk+1 


— 


+ 





4- 


4- 


4- 
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Zeichenwechsel geändert.' Was für Ä^-i, Ä*, und Rk-^i be- 
wiesen ist, gilt für irgend drei auf einander folgende Funk- 
tionen. Es müssen demnach in der Reihe der Vorzeichen der 
Grössen : 

/(^X /^(^)» ^15 ^2' ^3?«-- -^Ä— 17 -ß*i -Rfc-fU • • • ßn-3? Ä„_2, Än-1 

für 03= jp ebensoviele Zeichenwechsel enthalten sein, als in der 
Reihe für x = q^ wenn auch, durchläuft x das Intervall von 
p bis g, eine oder mehre dieser Sturm'schen Funktionen, mit 
Ausnahme der ersten, ein oder mehre Male verschwinden. Wenn 
demnach in: 

statt a? zwei Zahlen p und g eingesetzt werden, und die für q 
resultirende Zeichenreihe weniger Zeichenwechsel hat, als die 
sich für p ergebende, dann muss dieses von einem ein oder 
mehrmaligen Zeichenwechsel der ersten Funktion f(x) her- 
rühren, also davon, dass zwischen p und q eine oder mehre 
W\irzeln der Gleichung /(a?) = liegen. In welchem Verhältniss 
die Anzahl dieser Wurzeln zu der Anzahl der verlorenen 
Zeichenwechsel steht, lässt sich folgendermaassen erkennen. 

Aus: /(^+^j-A^) ==/(a.).fa.J oder: f(x+d)—f(x) 

= d\f(x)+.aJ^ VLndf(x—ä)—f(x) = —S.f(x)^a^.d^ folgt, 
wenn man c als einzige Wurzel der Gleichung /(a?) = zwischen 
X = c — d und x w= c-\-'ö voraussetzt: 

Denkt man sich jetzt 6 so klein, dass /^(a?) für kein x 
zwischen c — d und c-^-S verschwindet, und dass J/^(c)> J^a^ 
ist, dann folgt aus /(c-|-<5)>0: /^(c)>>0, also auch /^(c-f-<5) 
> 0, aus /(c-fd) < 0: /^(c) < 0, also auch f^(c-^ä) < 0. 
Und ferner aus /Cc-c^)>0: /i(c)<0, also auch f^(cS)<:0] 
und aus f{c—ö) < : /^(c) > , demnach auch f{c — tf) > 0. 
Durchläuft also x das Intervall von c — ö bis ■c-\-d^ so haben 
f{x) und f\x) vor dem Durchgang durch Null entgegen- 
gesetzte, nach dem Durchgang gleiche Vorzeichen. In 
Bezug auf f{x) und f^{x) hat man also folgende Zeichen- 
stellungen : 

Grelle, Elemente der Theorie etc. s 17 
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X i= c — d -|- — — -f" 

ic = c — oder: -f" 

X = c-f-^ — — "t~ "!"• 

Folglich verliert die Reihe der Vorzeichen von f{x) und 
p{x\ also auch die sämmtlicher Sturm' scher Funktionen: 

/(^)» /^(^)» ^IJ ^2? Äs, . . . Rl^—it Rkt ÄJH-I' • • • ^n-it Rn-l 

beim jedesmaligen Durchgang der Grösse /(sc) durch Null 
einen Zeichenwechsel; hat man demnach die für x=p resul- 
tirende Zeichenreihe m, die für x = q(q';>p) resultirende 
Reihe n Zeichenwechsel, so hat die Gleichung f{x) = zwischen 
p und q m — n reelle Wurzeln. 
Z. B. Für 

x^ — lx-^-B^O 
ist: 

f(x) = x^—7x-^d 

f\x)= 3cc2_7 
Äi = 14a? — 9 







R,= 


= 1129. 




Die Grenzen der 


reellen Wurzeln sind -1- 3 v 


Darum hat man zu bilden: 






/(<«) 


f\^) 


R, 


R,. 


Zeichenwechsel. 


x = i + 


+ 


+ 


• + 





x = 2 — 


+ 


+ 


+ . 


* 1 


x=l — 


— 


+ 


+ 


1 


x = + 


— 


— 


+ 


2 


« =— 1 4- 


— 





+ 


2 


x = —2-\- 


+ 





+ 


2 


x = —3 — 


-f 





+ 


3. 


Es muss 


also 










die erste Wurzel zwischen 3 und 2 




die zweite 


» 


» 


1 und 




die dritte 


» 


» 


— 2 und — 3 


liegen. 










Für 












x^- 


-8a;» 


4-4« — 


1=0 


ist: 
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f(x) = JB« — 


-8a!3lf4a! — 1 






P(x)= 5a;*- 


-24a!2-f 4 






Äi = 16a!» 


— 16a; 4- 5 






i?j = 304a;2+25a! — 64 






1?3 = 14467a!— 5456 






i?4=-h, 






und sind die Grenzen der reellen Wurzeln + 3 und 


[ — 3. 


bildet also: 








/(^) 


/(«') R^ 


Jf?2 -83 -^4 


Z.-W. 


x=3 -1- 


+ + 


+ + + 





x = 2 — 


+ + 


+ + + 


1 


x=l - 


- + 


+ + + 


1 


a; = — 


+ + 


- - + 


3 


«=-1 + 


- + 


+ - + 


4 


a! = -2-j- 


— 


+ - + 


4 


£C = — 3 — 


+ - 


+ - + 


5. 


Es liegt ( 


demnach 








1 Wurzel zwischen 3 und 2 






2 Wurzeln 


„ 1 und 






1 Wurzel 


„ und — 1 






1 Wurzel 


- — 2 und — 3. 





Man 



Um die zwischen 1 und liegenden Wurzeln zu trennen, bildet 
man: 

/(O) =-1 

/(0,1) = -0,608 

/(0,2) = — 0,264 

/(0,3) = —0,014 

/(0,4) = +0,098 

/(0,5) = +0,031 

/(0,6) = — 0,250. 
Hieraus folgt, dass eine der beiden Wurzeln zwischen 0,3 und 
0,4, die andere zwischen 0,5 und 0,6 liegen muss. 

Berechnung der reellen Wurzeln. 

Nachdem die Wurzeln 6iner vorgelegten Gleichung z. B. 
f{x) = a!3 — 4a!2 — 2a; + 4 = 
getrennt sind, (in diesem FaUe findet man, dass eine Wurzel 

17* 
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zwischen 4 ui^d 5, die zweite zwischen und .1, die dritte 
zwischen — 1 und — 2 liegt) berechnet man durch Substitution 
die erste Decimale. So findet man durch Berechnung von 
/(O), /(0,1), /(0,2).../(0,8), /(0,9), dass die erste Decimale 
der zwischen und 1 gelegenen Wurzel: 8, die ganze Wurzel 
also von der Form: 

0,8 a^ «3 a^ a. ag . . . 
sein muss, wo aj, ag, «4, a. ... die noch fehlenden Decimalen 
bedeuten. Man vermindert jetzt die Wurzeln der zu lösenden 
Gleichung um 0,8: 

1 —4 —2 +4 
^ +0,8 ^2,56 -3,648 

1 —3,2 —4,56 4-0,352 





— 0,8 


— 1,92 


1 
1~ 


-2,4 
+ 0,8" 
-1,6 


— 6,48 



Als neue Gleichung erhält man in diesem Falle: 
x^ — 1,6 a?3 — 6,48 x -f- 0,352 = 0, 
und allgemein etwa: 

Bnaf^+B^_^x-^-^B,,2X-^+...+ B^x^^B,x-]-B^=0, 
deren eine augenblicklich zu bestimmende •Wurzel: 

Ofia^a.,a,a,.,, = ^ 4. ^ -f ^ -j- ^ + . .. = w 

sein muss, so dass man hat: 

BnW- + Bn-iw^-'-\-Bn-2W—^-i^...+B^w^-\-B,w-^B,=0, 

woraus folgt: 

^ — ~ B, - \ ^-B, V 

Vernachlässigt man demnach bei der Berechnung von w den 
zweiten Theil: — ^^ -r "^'^ -> ^0 begeht man einen 

Fehler/, der, wird als der grösstö der Coefficienten B^i JSg, 
... Bni C vorausgesetzt kleiner als : 

- (^^2_|....^,^«) = -g- i(;2 ^_^ 

sein muss, so dass man erst recht: 
18) f<^ "" 



B^ 1~M? 
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hat. Im vorliegenden Falle ist w höchstens gleich 0,0999..,, 
also: 

/< 1-0,01...; 

ist demnach C gegen B^ nicht einigermassen gross, eondem 
wie das gewöhnlich der Fall sein wird, kleiner als B^^"^) dann 
ist / in den heiden ersten Decimalen sicherlich Null und el 
folgt nuii die zweite Decimale der Wurzel aus: 

Für vorliegendes Beispiel ist: 

«? = _^!^ = 0,05, also: a^ = 6 und /<(^ 0,01 =0,002), 

Man vermindere jetzt die Wnrzeln um 0,05 : 
1 _^i,6 —6,48 +0,352 
+ 0,05 —0,0775 —0,327875 



VjVU^ — 


— 1,55 


— 6,5575 +0,024125 




+ 0,05 


— 0,075 


1 


-1,5 • 
— 0,05 


— 6,6325 


1 


— 1,45. 




Es entsteht: 






«ä- 


- 1,45 «2 — 


-6,6325 a; + 0,024125 = 0, 



und allgemein etwa : 

Diese Gleichung hat eine Wurzel 

für w^ findet man wie oben: 

^1 = - If, /<|7 T^. d. i. wegen: w, < 0,01 : /<-^- 0,0001 , 

Im vorgelegten Falle ist also : 

a3 = «.,=-5|2|;^ = + 0,003,/<(^0,0001=0,00002). 

Man vermindert jetzt die Wurzeln um 0,003: 



*) Sollte, was nicht geradezu unmöglich ist, (7> J5, Ausfallen, so 
muss man die zweite Decimale «2 bestimmen, wie vorhin die erste. 
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1 —1,45 —6,6325 +0,0^4125 

. +0,003 —0,004341 —0,019910523 

^'^ ^) 1 —1,447 —6,636841 +0,004214477 

+ 0,003 —0,004332 

1 —1,444 —6,641173 
+ 0,003 
♦ 1 — 1,441. 

x^ — 1,441x2 — 6,641173 « + 0,004214477 = Ö; 
demnach ist: 

— 0,004214477 ^ „^^^ 

«4 = t^2 = -^Mrm~ = ^^™^^^ 
f < (k^tT 0,000001 = 0,Oü0002). 
Man vermindert jetzt die Wurzeln um 0,0006; 

1 —1,441 —6,641173 +0,004 214 477 

+ 0,0006 — 0,00086424 ^0,003975 222 344 
1 —1,4401 —6,642037 24 -0,000 229 254656 

+ 0,0006 —0,000863 88 
1 —1,4398 -6,64290112 

+ 0,0006 
1 — 1,4392. 
cc3 — l,4392sc2 _ 6,64290112« + 0,000229254656 = 0; 
also ist: 

0,000229254656 ^ aaaaq 

«.^ = ^3 = -^6:64290112- = ^'^^^^^' 

f< (- 6,64290n2 0,00000001 = 0,00000002). 
So kann man beliebig weit fortfahren, um die Wurzel 
bis zu jeder Decimale genau zu erhalten. Will man dieselbe j 

aber etwa nur .bis auf 9 Stellen genau haben , dann bedarf i 
es nur eines weiteren Schrittes der Rechnung. Denn werden 
die Wurzeln letzter Gleichung abermals um 0,00003 vermindert, 
dann entsteht: 

1 —1,4392 —6,64290112 +0,000229 254656 
^ QQQQQ«. +0,00003 —0,0000431751 —0,000199288328853 
M —1,43917 -6,6429442951 +0,000029966 327147 
+0,00003 —0,0000431742 
1 —1,43914 —6,6429874693 

+0,00003 
1 -1,43911. 
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Es ist also: 

1,439 11 



/ < ( 6,642 987 469 3 ^^^00000000 1 = 0,000000000 02) 

folglich giebt: 



Wa 



0,000029 966 327147 



6,642 987 469 3 

den letzten Theil der Wurzel jedenfalls auf 9 Stellen genau. 
Man erhält: 

«;^ =0,000004511 
Darnach ist die erste Wurzel der Gleichung bis auf 9 Deci- 
malen genau: 

0,853 634511. 
Zur Bestimmung der zweiten, z\\dschen 4 und 5 gelegenen 
Wurzel, vermindere man die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
erst um 4: 

aj3 ^4^x^_2x -f4 = 9. 
1 _4 -2 +4 
+ 4 --8 



4) 



1 —2 —4 

4-4 4-16 



14 



1 +4 
--4 
aj3 _|_ 8aj -f- 14aj — 4 = 0. 
Diese letzte Gleichung hat alsdann eine Wurzel zwischen 
und 1 und zwar liegt dieselbe, wie man durch Substitution 
findet (diese giebt nämlich /(0)= ~,/(0,2) = -~, /(0,3) = +), 
zwischen 0,2 und 0,3. Danach verläuft die Rechnung wie 
vorhin und giebt biö auf 9 Decimalen genau: 

4,249140538. 
Um die dritte, zwischen — 1 und — 2 gelegene, zu er- 
halten, bilde man zunächst eine Gleichung, deren Wurzeln 
das entgegengesetzte Vorzeichen der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung haben. Für diese neue Gleichung liegt alsdann 
die Wurzel zwischen -f- 1 ^^^ + 2, die in obiger Weise be- 
rechnet wird. Man erhält 

— 1,102775049. 

Berechnung der imaginairen Wurzeln. 
Sind die Coefficienten einer Gleichung reell, was voraus- 
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gesetzt wird, so kommen imaginaire Wurzeln allemal paar- 
weise vor und sind von der Form conjugirter Zahlen. Ist 
nun ein solches Wurzelpaar a+ßi^ dann muss das Polynom 
f(x) der Gleichung f(x) = gleichzeitig durch x — (« + ßi) 
imd X — (« — ßi)^ also durch (a; — - (« -{- ßi)) (x — (a — ßi)) 
= (aj — «)2 -I- ;5?2 = a.2 — 2ai» -I- a2 -f /?2 = a;2 -I- c, aj 4- c^ 
( — 2« = Cj, u'^^ß'^ = C2 gesetzt) theilbar sein. Der Quotient 
ist vom (n — 2)^®° Grade, etwa: 

a?«-2+&i cc«-3^62 ^""^+-- •+*«-4a?^ + *«--3a^- + &«--2. 

Multiplicirt man diesen mit sc^-j-CiX-j-Cj, so entsteht: 

-}-(&„_2Ci 4- ^«-3^2) a; + ^»-2C2 , 
welches gleich dem Polynom der gegebenen Gleichung: 
19) a?~ 4- «1 a^-^-^a^ x''-^-]-a^x*'-'^-{'a^ a;«-^-}-. . . 

-f a„-3 a?^ + ön-2 a? 2 + a^-i a? 4- «n 
sein muss. Man erhält also zur Bestimmung der unbekannten 
^i^ ^2? ^1? ^2» •••^»-2 folgende Gleichungen: 
«1 = *i + Ci 

«2 = ^2+^1^1 + ^2 • 

«3 = ^3 +^2^1 +^1^2 

/*4 = ^4+^3^1 + *2<52 
«5 =^5+^4^1 + 63 ^^2 



20) 



«n-3 = 6«_3 4"^»-4^l4"^n-5<'2 
««-2 = 6n-24"*»-3<5l4"^«-4^2 
On-i = < 6„_2 C 1 -|- 6rt_3 C 2 

(In = 6w— 2 02* 

Hieraus entwickelt man zunächst der Reihe nach 5j,62i^3v 
h^ = a^ — Cj 
&2 = a2 — b^ Ci'— C2 
*3 = «3— ^2^1— ^t ^2 

&4 = «4 63 Cj ^2^2 

^5 = «5--^4<5l— ^3^2 

— — — — — etc. 
woraus weiter folgt: 
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^3=(«3— «2Ci+<»iCi2— Ci^) — (ai--2ci)c2 
21)fe4=(a4— a3Ci-fa2Ci2_aiCi3-|-c^4)_(a2— 2aiCi+3ci2)c2+C22 

— («3 — 2a2 Cj +^^1 ^1^ — ^^l^)^2"f"(^l — 3cj)c2^ 
*6==(«6— «5Ci+«4<Jl^— «3<^l^+«2Cl^ — «l<^l^+Cl^) 

— («4 — 2a3Ci -{-da^c^ — 4aj Ci^-j-ö^i^)^2 
4" (^2 — 3^1 ^i-|"^<^i^)c2^ — ^^2^ ®^^- 

Handelt es sich z. B. um eine Gleichung 6*^^ Grades, 
dann sind b^ und 65 gleich Null zu setzen. Auf die Weise 
erhält man zwei Gleichungen für c^ und C2; ihre Auflösungen 
geben dann endlich « und ß. Etwas einfacher gestaltet sich 
die Rechnung, wenn man, von 20 ausgehend, zunächst ableitet: 

62 ""["^i ^1 =^2 — ''^2 

^3+^2 «1 =«3 — (^1 — ^1)^2 
22) &4 +*3 ^1 =«4 — («2 —«1 «1 H-^i^)<'2 +^2^ 

*5 4-^4 «1 =«5 — («3 —«2 <Jl +«1 Ci^— Ci^)C2+(ai— 2Ci)C22 
*^6 +^5 «1 =«6 — («4 —«3 ^1 +«2 <^1^ — Öti Ci^ -f Ci^) Cj 

4-(a2— 2aiCi4-3ci2)c22 — C2^ 
— — — — — — _ — — — — — — etc. 

Für eine Gleichung 6*«° Grades sind b^ u. 6^, wie schon 
bemerkt, gleich Null. Zur Bestimmung von c^ und C2 hat 
man darum unter diesen Umständen bQ-\-b^c^=0 (aus 22), 
65=0 (aus 21); d. i. 

«6 — («4 — «3 ^1 +«2 ^1 —«1 <^f+<^i) ^2 

4" (^2 2«! Cj + SCi^) 02^ C^ =0. 

«5 —«4 «1 +«3 <^i—(^2 ^1^ +«1 ^1^ — <5l^ 

— (^3 — 2a2Ci-|-3ai 0^2 — ^c^)c2'\-{a^ — 3c^)c^=0. 
Beispiel. Für 

X* --x-^i =0 
ist W = 4, ttj =0, «2 =^^ «3 = — 19 ^4 =-|~l9 ^3=0, 64 =0. 
Zur Bestinmiung von c^ und Cj hat man also: 

Ci3_2CiC2 4-1 = 

<^2— ^2^1^ 4-1 = 
woraus durch Elimination von c^ wird: 
cj«— 4ci2_l = 
oder für c^ = u^ c^ = +|/i/: 

Grelle, Elemente der Theorie etc. 18 
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u^— 4m — 1 == 0. 
Diese Gleichung hat nur eine positive reelle Wurzel, 
welche wegen Cj = + |/w in Betracht kojnmmen kann, 
nämlicli : 

u = 2,11490754. 
Hieraus folgt: 

Ci = +1,4542, Ci = —1,4542 

C2 = +1,4012, cj = +0,7136 

« = - 0,7271, ß = +0,4300 

« = +0,727a, ß = +0,9341. 

Die Tier complexen Wurzeln der vorgelegten Gleichung 

sind demnach: 

— 0,7271 + i 0,9341 
+ 0,7271 +^ 0,4300 
Die Gleichungen, welche zur Berechnung von c^ und c^ 
dienen, enthalten beide Unbekannte in verschiedenen Potenzen. 
Deshalb wird häufig die Elimination einer der beiden ünbe- 
bekannten sehr schwierig und es empfiehlt sich dann folgendes 
Verfahi'en. 

Setzt man in 
f(x) = a3'» + aiaj~-i + a2a;'*-2+..+an-2a?2+««~ia?+«n 
X ^= z-\-a, yfo a, wie vorhin, der reelle Theil der zu bestim- 
menden complexen Wurzel ist, so entsteht: 

23) fiz+u) =/(«)+ ^/'(«) + 4/"(«)+...^-2-^/'-l(«)4- 



2 .. rt-J 

wenn : 

rtj\ t^ n(n — l)(n— 2) « , (n— -1) (n — 2) « i / o\ i 

jr„_i = *i««-i + (w — l)aia«-2+...+ 2a„_2«+an_i 
Kn ^a'* + aia**-i + a2a"'"^+... + an-2«^+an-itt + «n • 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen und 21, nachdem in 
letzte wieder c^ = — 2«, Cj = a^ + /^^ gesetzt worden, wo- 
durch man erhält: 
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Oj = ij — 2a 

03 = 63 — 2« 62 4- («^4- /»*)*! 
a^ = 64-2«63 4-(«2-f/S2)6j 

o„_2 = 6n-» — 2« 6»_s 4- («^ + /**) ^«-* 

o»-i= — 2«6„_8+(«2 4-/S2)6„_8 

• a„ ^ ' (a2+/S2)6„_2 

a^, aj «s.-'t so entsteht: 

K, = L, +Z, /J2 
25) Ki=L, + J^2ß^~ß* 

K, = L,+Ka^-K,ß' + K,ß^ 

-wenn 

ii=(w — 2)a4-&i 

oc\ r (n— 2)(»— 3)(»— 4) , , (n— 3)(n — 4), .> , . .., , , 

^^^ (n-2)..(n-6) ^,_^ (n-3)(n-4)(.-5) ^^^3 



Die Gleichungen 24, 25 und 26 liefern nun stets eine 
Gleichung zur Berechnung von «. Zum Beispiel ist für 

w = 4, a^ = 0, 63 = 6^ = ., = 
also wegen 26: 

L3 =i4=...=0 

so da^s man aus 25: 

K,^K,ß\ K,^K,ß^-ß* 
erhält oder durch Elimination von ß: 

K^K^K^ —K^ Z4 — K^ = 
d. 1. 
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«« + ^«*4-^=^«'-|f=o. 



Diese Gleichung bestimmt «, während darauf ß zu be- 
rechnen ist aus: 

P —K, — ü — « +"2 +li^- 

Für ae* — a?-j-l = hat man darnach: 

oder wenn a^ = z gesetzt wird: 

Diese Gleichung hat die eine positive reelle Wurzel 
0,52872688 
welche weiter liefert: 

a = + 0,7271, ß = 0,4300 
« = — 0,7271, ß = 0,9341. 
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